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摘 要 


在 一 次 偶然 的 阅读 中 ， 我 们 发 现 经 典 的 “老鼠 与 毒药 问题 ”有 很 大 的 推广 空间 。 


老鼠 与 毒药 问题 
有 1000 只 一 模 一 样 的 瓶子 ， 其 中 999 瓶 是 无 毒 的 药物 ， 一 瓶 是 毒药 。 任 何 喝 下 毒药 的 生 
物 都 会 在 一 星期 之 后 死亡 。 现在， 你 只 有 10 只 老鼠 和 一 星期 的 时 间 ， 如 何 检验 出 哪个 瓶子 里 
有 毒药 ? 


本 文中 ， 我 们 对 这 个 美妙 的 组 合 趣 题 进行 了 三 个 方面 的 推广 : 

(1) 对 题目 中 的 两 个 “一 星期 ” 作 一 般 化 时 间 推 广 ， 并 深化 了 进位 制 解法 来 解决 它 。 

(2) 给 “老鼠 ”加 上 一 个 服药 瓶 数 的 限定 条 件 。 题 目 更 “实际 化 ”的 同时 ， 也 更 增加 了 
问题 的 难度 。 我 们 提出 了 数 表 -填充 法 ， 并 经 过 可 行 性 论证 予以 实现 。 

(3) 将 “毒药 ”数量 由 “一 瓶 ” 改 成 “两 瓶 ” 后 ， 问 题 的 复杂 度 大 大 增加 了 ， 为 此 我 们 
设计 了 坐标 -分 组 方案 进行 研究 。 在 计算 机 的 辅助 下 ， 用 搜索 算法 编程 得 到 了 小 规模 情形 下 的 
精确 解 ， 用 随机 数 算法 编程 对 较 大 数据 量 情形 也 进行 了 快速 估计 。 在 取得 重要 进展 的 同时 ， 
也 引出 许多 新 的 猜想 。 


经 过 这 次 课题 研讨 ， 让 我 们 不 仅 收 获 了 许多 知识 和 经 验 ， 还 深 深 地 体会 到 了 数学 的 魅力 
和 研究 的 乐趣 。 


Abstract 


When reading the problem of ‘Mice and the Poison’,we happened to notice that if we change 
the conditions of it,lots of interesting new conclusions will turn out. 


The original problem of ‘Mice and the Poison’: 

There are 1000 bottles of liquid with one of them poisoned.A mouse will die after one week if 
it takes the poison,otherwise it will remain living.Can you use only 10 mice to check out which 
bottle contains the poison in one week’s time? 


In the following essay,we mainly study three generalized versions of the problem: 

(1)We generalize the two ‘one week’ and develope the binary solution to the original problem. 

(2)To make the problem more realistic,we add a new restriction to the ‘mice’,which also makes 
the problem тоге difficult.We create a new method called ‘Chart-Filling’ Method,and adopt 
feasibility demonstration of it to solve the new problem at last. 

(3)Replacing ‘the poison’ with ‘two poisons’,we encounter a big challenge,which 
‘Coordinate-Group’ Scheme is contrived to tackle.Computer programming is also employed to 
work out both exact solutions to small-scale situations by backtracking arithmetic and appraisal 
solutions to bigger ones by random arithmetic.Key conclusions and improvements are reached and 
new conjectures are raised with all these efforts. 

After this wonderful peregrinate of mathemetics,we not only obtain knowledge and skills but 
also experience the charisma of math and enjoyment in researching. 
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在 一 次 侦 然 的 阅读 中 ， 来 自 网 页 http:/www.matrix67.com/blog/archives/4361 的 这 样 一 道 经 
典 趣味 组 合 问 题 吸 引 了 我 们 的 好 奇 心 : 


老鼠 与 毒药 问题 
有 1000 只 一 模 一 样 的 瓶子 ， 其 中 999 瓶 是 无 毒 的 药物 ， 一 瓶 是 毒药 。 任 何 喝 下 毒药 的 生 
物 都 会 在 一 星期 之 后 死亡 。 现 在 ， 你 只 有 10 只 老鼠 和 一 星期 的 时 间 ， 如 何 检验 出 哪个 瓶子 里 
有 毒药 ? 


这 个 看 起 来 似乎 不 可 能 完成 的 问题 有 一 个 非常 巧妙 的 解答 : 先 把 瓶子 从 0 到 999 依次 编 
号 ,然后 全 部 转换 为 10 位 二 进 制 数 编号 。 让 第 一 只 老鼠 喝 所 有 二 进 制 数 右 起 第 一 位 是 1 的 药 
物 ， 第 二 只 老鼠 喝 所 有 二 进 制 数 右 起 第 二 位 是 1 的 药物 ， 以 此 类 推 。 一 星期 后 ， 若 第 一 只 老 
鼠 死 了 了， 就 知道 毒药 瓶子 的 二 进 制 编号 中 ， 右 起 第 一 位 是 1， 否 则 是 0， 每 只 老鼠 的 死活 都 能 
确定 出 10 位 二 进 制 数 中 的 一 位 ， 由 此 便 可 知道 毒药 瓶子 的 编号 了 。 

上 面 的 解法 灵活 地 运用 了 进位 制 思想 , 最 大 判定 的 数量 是 10 位 的 二 进 制 数 , 即 2 “=1024。 

该 网 页 的 作者 还 对 这 个 问题 进行 了 一 个 推广 : 

如 果 你 有 两 个 星期 的 时 间 《〈 换 名 话说 你 可 以 做 两 轮 实 验 )， 为 了 从 1000 瓶 药物 中 找 出 毒 
药 ， 你 最 少 需要 几 具 老鼠 ? 《第 一 轮 实验 中 死 掉 的 老鼠 无 法 参与 第 二 轮 实 验 )。 

同样 采用 类 似 的 进位 制 思想 ， 解 法 如 下 : 

7 只 老鼠 就 够 了 。 首 先 ， 把 所 有 瓶子 从 0 到 999 编号 ， 然 后 全 部 转换 为 7 位 三 进 制 数 〈 事 
KE, 7 只 老鼠 足以 从 3 = 2187 瓶 药物 中 找 出 毒药 来 )。 让 第 一 只 老鼠 喝 所 有 三 进 制 数 右 起 第 
一 位 是 2 的 药物 ， 让 第 二 只 老鼠 喝 所 有 三 进 制 数 右 起 第 二 位 是 2 的 药物 ， 以 此 类 推 。 一 星期 
之 后 ， 如 果 第 一 只 老鼠 死 了 ， 就 知道 毒药 瓶子 的 三 进 制 编号 中 ， 右 起 第 一 位 是 2; 如 果 第 二 
只 老鼠 没 死 ， 就 知道 毒药 瓶子 的 三 进 制 编号 中 ， 右 起 第 二 位 不 是 2， 只 可 能 是 0 或 者 1。 于 
是 ， 问 题 就 归 约 到 了 第 二 轮 实 验 ， 等 等 。 在 接 下 来 一 星期 里 ， 让 每 只 活着 的 老鼠 继续 自己 未 
完成 的 任务 ， 喝 掉 它 负责 的 那 一 位 是 1 的 药物 。 毒 药 瓶 子 的 三 进 制 编号 便 全 部 揭晓 了 。 

后 来 ， 该 网 页 评论 中 有 人 提出 了 一 个 新 问题 : 如 果 毒 药 不 止 一 上 瓶 ， 怎 么 安排 实验 才能 确 
保 检测 最 多 瓶 的 药物 无 毒 呢 ? 不 过 ， 他 没有 给 出 详细 的 解决 方案 。 


上 上 述 种 种 问题 极 大 地 激发 了 我 们 的 研究 热情 ， 因 此 ， 我 们 尝试 从 各 个 角度 推广 并 深入 地 
思考 


a) 对 题目 中 的 两 个 “一 星期 ” 作 一 般 化 时 间 推 广 ， 并 深化 进位 制 解法 来 解决 它 。 


(2) 给 “老鼠 ”加 上 一 个 服药 瓶 数 的 限定 条 件 ， 使 问题 更 “实际 化 ”。 用 数 表 - 填 充 法 做 
更 本 质 的 理解 ， 并 经 过 可 行 性 论证 予以 实现 。 


(з) 将 “毒药 ”数量 由 “一 瓶 ” 改 成 “两 瓶 ” 并 设计 坐标 -分 组 案 进 行 研究 。 在 计算 机 
的 辅助 下 ， 用 搜索 算法 编程 得 到 小 规模 情形 下 的 精确 解 ， 用 随机 数 算法 编程 对 较 大 数据 量 情 
形 进行 快速 估计 ， 并 给 出 问题 的 一 些 阶段 性 结论 ， 同 时 引出 许多 新 的 猜想 。 


== 


第 一 章 关于 时 间 问 题 的 推广 


1.1 问题 的 描述 


引言 中 对 老鼠 与 毒药 问题 在 实验 时 间 为 一 周 和 两 周 时 的 情况 进行 了 讨论 。 作 为 推广 ， 下 
面 将 对 一 般 的 m 周 情况 进行 研究 。 同 时 注意 到 ， 引 言 中 有 一 个 隐 含 的 限定 ， 就 是 毒药 的 “ 淤 
伏 期 ”始终 为 1 周 ， 对 于 这 个 因素 ， 我 们 也 将 它 视 作 变量 进行 一 般 性 推广 ， 并 将 新 问题 完整 
描述 如 下 : 
问题 1 当 只 有 一 瓶 毒药 、 毒 药 的 潜伏 期 为 周 时 ,给 你 n 只 老鼠 和 mm 星期 的 时 间 ， 最 多 能 
确保 从 多 少 瓶 药物 中 找 出 这 瓶 毒药 (ztEN: т)? 


为 了 方便 描述 ， 下 面 设 这 个 问题 的 最 优 解 为 a(n,m,n)。 


1.2 ”进位 制 解法 


引言 中 ， 我 们 利用 三 进 制 方法 解决 了 原始 问题 ， 这 里 我 们 把 它 推广 为 一 般 的 进位 制 解法 
来 研究 问题 1。 


1.21 潜伏 期 t=1 的 情形 


直接 推广 二 进 制 方法 ， 得 到 m 周 时 的 方案 : 将 所 有 的 药物 编写 成 a 位 m+1 进 制 数 。 若 第 i(i 
EN,1 盛 i 三 nn) 只 老鼠 在 第 jG EN,0 志 三 m， 刚 开始 时 算 作 j=0) 周 末 死 疡 ， 则 可 知 毒药 编号 的 右 
起 第 i 位 是 j; 第 ;只 老 忌 第 /周末 未 死 ， 就 让 它 喝 掉 所 有 编号 右 起 第 ;位 是 /上 +1 的 药物 。 如 果 该 老 
鼠 最 终生 还 ， 则 该 数位 上 的 数字 为 0。 这 样 ， 本 方案 最 多 能 确保 检测 的 药物 数量 是 n 位 m+1 Ж 
制 数 的 总 数 ， 即 (m+1)”。 

PILA , а(п,т,1)22(т+1)". 


1.2.2 ”潜伏 期 t>1 的 情形 


表面 上 看 ， 对 毒药 潜伏 期 的 推广 似乎 是 平凡 的 ， 因 为 上 只要 改变 一 下 问题 中 的 单位 时 间 似 
乎 就 解决 了 问题 ， 比 如 m=4, 1=2 时 ， 视 两 周 为 一 个 单位 ， 则 貌似 与 т=2 =1 完全 等 价 。 然 
而 ， 由 于 等 待 药物 发 作 的 老鼠 们 仍 可 以 正常 的 进行 实验 ， 这 将 导致 一 只 已 喝 下 毒药 而 未 等 到 
其 发 作 的 老鼠 又 参与 了 下 一 轮 实 验 。 于 是 ,“ 有 效 ” 的 实验 次 数 是 m-t+1， 即 前 m-t+1 周 不 
管 老鼠 是 否 已 喝 下 毒药 ， 只 要 其 生存 都 可 以 进行 试验 并 得 到 结果 ， 故 日 “有效 ”; 而 最 后 1-1 
周 内 做 的 任何 实验 在 全 部 时 间 结 束 之 前 无 法 得 到 任何 结果 ， 所 以 是 “无 效 的 ”。 

因此 ， 我 们 设计 了 “压缩 ”的 方式 来 进行 实验 : 

将 所 有 的 药物 编号 成 n 位 m-t+2 进 制 数 。 

如 果 第 i (i EN;,1 志 i 三 n) 只 老鼠 在 第 jG Є№,0=у т, 开始 时 算 作 j=0) 周末 死亡 ， 则 可 知 药 


Å= 


经 典 趣 题 "老鼠 与 毒药 问题 "推广 研究 
物 编 号 的 右 起 第 ;位 是 1-14 若 第 10 科 mi- 力 周末 第 ;只 老鼠 未 死 ， 就 让 它 喝 掉 所 有 编号 右 起 第 ; 
位 是 j+1 的 药物 。 如 果 该 老鼠 最 终生 还 ， 则 该 数位 上 的 数字 为 0。 
К, al(n,m,) È (m-t+2)". 


1.23 实验 “独立 性 ”和 隐 含 的 离散 条 件 


之 所 以 能 够 在 不 知 老 鼠 是 否 中毒 时 做 下 一 轮 实 验 ， 是 因为 方案 中 同一 上 只 老鼠 所 做 的 各 次 
实验 涉及 药物 的 集合 没有 交集 。 假 设 一 只 老鼠 被 安排 进行 s 次 试验 ， 涉 及 的 药物 集合 为 


Pi,P2,…,Ps。 在 进位 制 方案 中 ，PiN P=6p (VijS{1,2,…s),i 关 站 因为 毒药 只 有 一 短 ， 所 以 老 


鼠 对 所 有 s 轮 实验 的 反馈 只 有 至 多 一 次 是 死亡 。 当 老鼠 因为 PP 死亡 《根据 时 间 判 断 》 时 已 经 判 
断 出 毒药 在 忆 中 、 一 定 不 属于 忆 99 和 六 ,因此 该 老鼠 的 其 他 实验 结果 已 经 确定 是 “没有 毒药 ” 
从 而 无 需 再 等 实验 结果 。 

综 上 ， 当 一 只 老 鼠 做 的 实验 涉及 药物 的 集合 没有 交集 时 ， 这 些 实验 可 以 被 看 做 “独立 ” 
实验 ， 而 无 需 考 虑 因为 老鼠 中 毒 无 法 正常 完成 后 面 实验 的 情况 。 

根据 上 文 的 描述 ， 老 鼠 与 毒药 的 问题 有 一 个 隐 仿 的 条 件 ， 即 每 周 只 能 对 每 只 老鼠 做 一 次 
实验 ， 否 则 两 周 的 时 间 就 可 以 做 无 穷 次 实验 。 比 如 说 每 秒 做 一 次 实验 ， 第 一 周 的 每 一 秒 都 是 
“有 效 的 ”用 进位 制 方法 能 使 之 满足 同一 只 老鼠 每 次 实验 用 药物 的 集合 没有 交集 ， 因 此 每 秒 
能 做 一 轮 独 立 的 实验 。 同 样 ， 无 限 细 化 时 间 间 隔 则 导致 无 穷 。 因 此 ， 这 个 离散 化 条 件 是 必要 
的 ， 下 面 的 所 有 论证 将 以 此 为 基础 。 

从 这 里 我 们 可 以 看 出 ， 真 正 关 键 的 因素 是 实验 轮 数 ， 而 时 间 变 量 m 和 1 可 以 看 作 是 通过 
影响 实验 轮 数 m-l 来 间接 影响 实验 结果 的 。 


1.3 TELER 


虽然 1.2 的 进位 制 方案 人 简洁 美妙 ,但 是 问题 1 中 要 求 的 是 “最 优 ”方案 ， 而 进位 制 方案 的 
最 优 性 还 没有 得 到 保证 。 因 此 ， 我 们 将 证 明 以 下 定理 。 


定理 1 aln,m,t)=(m-t+2)" 

МЕН: 把 老鼠 简化 成 一 个 变量 ， 并 考虑 其 可 能 的 状态 。 因 为 每 只 老鼠 的 死亡 时 间 可 以 是 
第 1 周末 到 第 m 周 末 ， 所 以 有 m-(t-1) 种 死亡 状态 和 一 种 生还 状态 ， 共 m-t+2 种 状态 。 于 是 由 乘法 
原理 ， 所 有 老鼠 的 生死 状态 共 (m-t+2)" 种 。 


而 可 能 的 毒药 状态 数 为 C，， =aln,m, 人 (每 瓶 都 可 能 是 毒药 )。 无 论 用 什么 方案 ,无 论 毒 药 


的 分 布 如 何 ， 我们 都 将 得 到 Gm-t+2)" 种 可 能 的 老鼠 生死 状态 之 一 ， 并 需 据 此 判断 出 毒药 是 哪 
瓶 。 因 此 ,假设 毒药 的 状态 数 a(n,m,D) 多 于 老鼠 的 生死 状态 数 (m-t+t2，”，， 由 抽 导 原理 必 有 至少 两 
种 毒药 的 状态 对 应 于 同一 种 老鼠 生死 状态 ， 那 么 ， 得 到 这 种 老鼠 的 生死 状态 时 将 无 法 区 分 这 
两 种 情况 ， 从 而 无 法 判断 哪 瓶 是 毒药 ， 这 与 问题 .1 矛盾 。 

FTE апт, <(т-1+2)" - 
结合 1.2.2 1 ]а(п,т)Ж(т-:+2)”, В %а(п,т,)=(т-1+2)". WE. 


这 样 ， 我 们 就 得 到 了 函数 а 的 确切 表达 ， 并 证 明了 进位 制 方案 的 最 优 性 。 
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12.3 节 中 讨论 了 试验 中 的 老鼠 中 毒 死亡 造成 的 影响 ， 这 自然 引出 一 个 新 的 设想 :假如 毒 


药 发 作 时 ， 老 鼠 只 是 发 出 弄 常 叫 声 而 并 不 死亡 ， 
么 会 对 结果 有 什么 影响 呢 ? 
为 此 ， 我 们 提出 下 面 的 问题 : 
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对 ?只 老鼠 做 mm 轮 实 验 且 老鼠 不 因 服 食 毒 药 死 亡 而 是 仅仅 在 毒药 发 作 时 发 出 异常 叫 声 时 ， 
最 多 能 确保 从 多 少 瓶 药 物 中 找 出 一 瓶 毒药 ?(n,mEN;) (时 间 的 问题 已 经 在 上 文中 完全 解决， 


为 方便 描述 ， 此 处 用 实验 轮 数 代 蔡 时 间 ) 
设 这 个 问题 的 最 优 解 为 a (n,m)。 


既然 是 “不 死 老 鼠 ?， 那 么 类 似 1.3 节 的 最 优 性 论证 给 出 的 最 大 值 就 将 发 生 改变 。 这 时 ， 
相应 的 “生死 状态 ”将 变 成 “ 叫 声 状态 ”。“ 叫 声 状态 ”分 为 正常 或 异常 两 种 状态 。 每 次 实验 
每 只 老鼠 将 有 2” 种 可 能 状态 ， 故 总 的 “ 叫 声 状态 ” 数 为 2"。 所 以 a (n,m) <2”。 


在 上 文 最 优 性 证 明 所 用 方法 的 启发 下 ， 不 鸡 


FE 给 出 达到 a (n,m)=2”” 的 方案 : 


用 mxXn 的 0/1 方 阵 为 2™ 瓶 药 编 号 ， 并 用 ai x 表示 第 i 号 方 阵 第 ) 行 第 k 列 上 的 数字 。 在 第 j 轮 
实验 初 让 第 k 只 老鼠 喝 下 所 有 使 得 ai j=1 的 药物 i， 由 第 轮 实 验 末 第 k 只 老鼠 的 反应 即 可 判断 毒 


药方 阵 该 位 置 的 数字 。 
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第 二 章 REZAR 
2.1 问题 的 描述 


在 引言 的 进位 制 方案 中 ， 让 一 只 老鼠 一 次 性 服 食 儿 百 瓶 药 显然 不 现实 。 由 此 联想 到 一 种 
改进 方式 : 限定 每 上 只 老鼠 每 轮 实 验 服用 药物 的 瓶 数 。 现 将 新 问题 完整 描述 如 下 : 


问题 2 用 "只 老鼠 进行 一 轮 实 验 ， 其 中 每 只 老鼠 至 多 服用 x 瓶 药 时 ， 最 多 能 确保 从 多 少 瓶 
药 中 选 出 一 瓶 毒药 ? (mr EN, г<2") 


这 里 设 问 题 2 的 最 优 解 为 b(n,7)。 


22 ” 数 表 -填充 方法 


我 们 将 问题 2 转化 为 一 个 向 表格 内 填 数 字 的 问题 ， 命 名 为 数 表 - 填 充 法 。 
为 了 方便 描述 先 将 基本 概念 陈述 如 下 : 


定义 2.1 nn- 鼠 群 有 一 定 的 服用 药物 数量 限制 的 nn 只 老鼠 组 成 的 群体 称 为 一 个 n- 鼠 群 。 
特别 的 ， 一 只 已 经 不 能 再 喝 药 的 老鼠 仍 可 以 作为 产 鼠 群 的 一 个 合理 成 员 。 


下 文中 ， 将 把 鼠 群 列 成 数 表 格式 ， 每 行 代表 一 只 老鼠 。 假 如 已 经 计划 让 某 些 老鼠 服用 了 
一 些 药物 ， 则 把 它们 视 作 只 能 吃 相 应 的 更 少 药物 的 老鼠。 这 样 ， 方 案 建 立 的 过 程 可 以 看 作 妃 
群 “ 衰 减 ” 的 过 程 。 


定义 2.2 空间 : 一 个 鼠 群 中 茶 一 上 只 老 鼠 至 多 服用 s WAW, MWMRKEA s 个 空间 。 每 只 老 
鼠 的 空间 数 之 和 称 为 整个 鼠 群 的 空间 数 。 一 瓶 药 被 计划 给 某 只 老鼠 服用 ， 则 称 它 占 用 了 一 个 


空间 。 


这 样 ， 一 瓶 药 至 多 占用 同一 上 只 老鼠 的 一 个 空间 ， 且 所 有 药 占用 的 空间 总 数 不 超 过 整个 鼠 
群 的 空间 数 。 


定义 2.3 p- 反 馈 形式 : 一 魂 药 共 占 用 了 整个 鼠 群 的 p 个 空间 , 则 称 之 为 一 个 产 反馈 形式 。 


这 里 之 所 以 称 之 为 “反馈 ”形式 ， 是 因为 当 这 瓶 药 有 毒 时 ， 得 到 的 “反馈 ”是 有 p RE 
ЕТ. 

服药 量 的 限制 就 是 鼠 群 空间 数量 的 限制 ， 即 对 反馈 形式 占用 空间 数量 上 限 的 限制 。 要 达 
到 “能 够 区 分 所 有 的 药物 ”的 目标 就 是 要 使 得 “ 当 任 意 一 瓶 药物 是 毒药 时 ,实验 的 结果 不 同 ”， 
即 每 瓶 药 的 反馈 形式 不 同 。 因 此 问题 化 为 对 一 个 特定 的 鼠 群 ， 如 何 用 尽 可 能 多 的 不 同 反 馈 形 
式 填充 它 ， 使 得 没有 老鼠 被 占用 的 空间 数 超过 原 有 空间 数 。 


N 
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以 下 用 两 个 特例 来 具体 介绍 数 表 - 填 充 方法 。 

(1) 考虑 n=r=4 的 情况 ,我们 从 节约 空间 的 角度 来 构造 反馈 形式 。 若 药物 1 的 反馈 形式 
是 “生生 生生 ”*， 即 四 种 老鼠 全 生还 ， 则 药物 1 不 需要 老鼠 服用 、 不 占用 空间 ， 是 最 节约 空间 
的 模式 。 同 样 的 ， 只 需要 一 只 老鼠 参与 的 反馈 形式 共 4 种 ， 需 要 两 上 只 的 则 有 C# 种 ， 以 此 类 推 。 
这 里 ,构造 一 个 数 表 描 述 这 些 反馈 形式 ， 其 中 ,第 i 行 表示 第 i 只 老鼠 所 服药 物 序 号。 整个 鼠 
群 为 一 个 4X4 的 数 表 ， 共 16 个 空间 。 

首先 ， 药 物 1 无 须 任 何 老鼠 服用 ， 不 占 空间 ， 即 为 0- 反 馈 形 式 ， 接 下 来 ， 药 物 2,3,4,5 分 
别 由 4 只 老鼠 服用 ， 为 1 反馈 形式 ， 共 占 4 个 空间 ， 对 这 五 瓶 药物 的 设计 方案 如 下 图 所 示 。 


1 号 老鼠 


2 号 老鼠 


3 号 老鼠 


4 号 老鼠 

之 后 ， 则 每 瓶 药 至 少 为 2- 反 馈 形 式 ， 否 则 将 与 1,2,3,4,5 之 一 重复 。 这 时 ， 共 C?=6 种 ， 其 
中 每 个 占 2 个 空间 。 

一 共 需 0X1+1X4+2X6=16 个 空间 ， 恰 好 与 总 空间 数 相同 ! 

因此 这 个 鼠 群 最 多 容纳 1+4+6=11 瓶 药 ， 即 5(4,4) 三 11。 如 图 所 示 ， 我 们 可 以 构造 出 达到 
这 个 状态 的 例子 : 


1 号 老鼠 


2 号 老鼠 


3 号 老鼠 


4 号 老鼠 


所 以 ， 答 案 是 5b(4,4)=11。 

(2) 考虑 n=5，r=10 的 情况 ， 同 样 的 ， 把 鼠 群 看 做 一 个 5X10 的 数 表 ， 共 50 个 空间 。 
首先 ， 药 物 1 无 须 任 何 老鼠 服用 ， 不 占 空间 ， 即 为 0- 反 馈 形 式 ; 

接 下 来 ， 药 物 2,3,4,5,6 分 别 由 5 只 老鼠 服用 ， 为 1 反馈 形式 ， 共 占 $ 个 空间 ; 
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之 后 ， 每 瓶 药 至 少 为 2 反馈 形式 ， 这 时 共 C3=10 种 ， 其 中 每 个 占 2 个 空间 ; 
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再 之 后 ， 每 瓶 药 至 少 为 3- 反 馈 形 式 ， 这 时 共有 C3=10 种 ， 其 中 每 个 占 3 个 空间 ， 一 共 需 
0X1+1X5+2X10+3X10=55 个 空间 ， 超 过 总 空间 数 ! 因此 不 能 填 入 全 部 的 3- 反 馈 形 式 ， 而 只 
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能 使 用 0 10) 8 个 3- 反 馈 形式 〈[ 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 下 同 )。 


因此 ， 这 个 鼠 群 最 多 容纳 1+5+10+8=24 25, БП 5(5,10) 三 24。 如 图 所 示 ， 我 们 可 以 构 
造 出 找到 达到 这 个 值 的 例子 。 


15424 121718 9 10 [17 18 |1920 [21 
2520 31711112113 15 (18 |22 оз 22 
3 号 老鼠 | 4 | 14 1 8 11115 [17 (20 | 24 | 22 |21 
4 号 老 恨 | 5S | 14 | 16 | 9 |12 [18 19 |20 | 22 оз 
552 | 6 |15|16|13 10 |19 |21 | 24 |23 


所 以 ， 答 案 是 b(5,10)=24。 


数 表 - 填 充 方法 具有 一 般 性 ， 并 可 得 到 一 个 优秀 上 界 ， 因此， 下 面 将 研究 其 一 般 性 的 描述 : 


bnr) Crs2”) 对 应 的 产 鼠 群 共 确定 立 个 空间 ， 依 次 用 所 需 空 间 数 为 0,1,2…,n 的 药物 对 


其 进行 填充 。 为 了 最 多 的 填充 , 我 们 尽量 先 填充 占用 空间 数 少 的 反馈 形式 。 令 9= 2 (Сі х Ј), 


j=0 
其 中 Ci/ 为 产 反馈 形式 的 个 数 ，jCY/ 即 为 全 部 新 反 馈 形 式 所 占 的 空间 数 ，5 表 示 所 有 0,1,… 尖 反馈 
形式 占用 的 总 空间 数 。 

ЄМ, 满足 5, <nr 志 5, ， 则 类 似 b(5,10) 的 例子 ， 这 nr 个 空间 可 以 容纳 至 多 


— 5. Е io-l | i — 5. 10-1 | Sa 
усу 种 药物 ,也 就 证 明了 上 界 о Гр УС. 特别 的 ,注意 到 所 
ј=0 ; j=0 


0 0 


有 反馈 形式 共 占 用 5„=п2” 个 空间 ， 所 以 ， 当 六 2 时 ， 填 入 全 部 反馈 形式 后 仍 有 大 量 空间 剩 
余 。 这 时 的 情况 其 实 就 是 进位 制 〈 原 始 问题 ) 的 情况 ， 即 此 时 相当 于 没有 7 的 限制 。 因 此 上 文 
中 才 限 定 r 受 2” ， 以 便 在 陈述 和 论证 中 不 考虑 这 种 特殊 情况 ， 以 下 也 均 假 定 r 和 27 。 


23 ”可 行 性 证 明 


上 节 讨 论 中 ,我们 得 到 了 数 表 -填充 方法 所 能 达到 的 上 界 。 不 过 ， 在 n、r 均 很 大 时 ， 是 否 
一 定 有 办 法 能 达到 这 种 理想 状态 呢 《比如 在 上 节 b(5,10) 的 例子 构造 中 ， 如 果 填 充 得 不 够 好 ， 
就 可 能 剩 下 4 个 或 更 多 空间 ， 而 无 法 再 填 入 3- 反 馈 形 式 ) ? 为 此 必须 对 鼠 群 和 获取 反馈 形式 
的 方案 做 进一步 的 研究 。 

首先 ， 我 们 需要 找到 一 种 对 鼠 群 的 更 深刻 的 描述 : 


定义 2.4 (п, г) -密集 形式 : 一 个 n- 鼠 群 称 为 (n,7)- 密 集 形式 当 且 仅 当 所 有 老鼠 中 ， 每 只 
拥有 的 空间 数 最 多 为 六 最 少 不 少 于 r-1。n- 密 集 形式 是 7 任意 时 (n,n)- 密 集 形式 的 缺 省 表达 。 
寺 别 的 ， 如 果 所 有 老鼠 拥有 的 空间 数 都 是 rx， 该 鼠 群 称 为 一 个 (n,n)- 完 美 密集 形式 。 
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1 号 老鼠 
2 号 老鼠 


3 号 老鼠 


п-3 号 老鼠 


п-2 号 老鼠 


п-1 号 老鼠 


п 7 


对 每 组 (n,r)，(n,n)- 完 美 密集 形式 是 唯一 的 。b(n,n) 问 题 对 应 的 nXr 方 阵 本 身 就 是 一 个 (n,7)- 
完美 密集 形式 ， 密 集 形式 这 个 概念 正 是 把 方 阵 进行 的 一 个 推广 《上 图 所 示 的 例子 中 ， 前 n-3 
只 老鼠 各 有 7 个 空间 ， 后 三 只 老鼠 各 有 r-1 个 空间 ， 如 石 下 角 的 虚线 部 分 所 示 )。 一 个 (n,n)- 密 
集 形式 所 占 的 空间 数 介 于 (n,r-1)- 完 美 密集 形式 和 (n,7)- 完 美 密集 形式 所 占 空间 数 之 间 。 


定义 2.5 p- 充 分 填充 : 一 个 n- BEH p- 反 馈 形 式 按 某 种 方案 填充 后 (n 宇 p)， 如 末 剩 余 
未 使 用 的 空间 数 不 足 P， 即 在 理论 上 已 经 无 法 更 好 的 填充 ， 则 称 这 个 鼠 群 被 p- 充 分 填充 。 特 
定义 一 个 鼠 群 被 0- 充 分 填充 当 且 仅 当 它 被 填 入 全 部 0,1…,(p-D- 反 馈 形 式 后 ,被 疡 充分 填充 。 


定义 2.6 特征 数 Z(n,r): 对 于 一 个 (n,n)- 完 美 密集 形式 (r 之 1)， 一 定 存在 正 整数 i 使 


Sasar SS; (5= У (С, Xx 让)， 这 个 数 ; 称 为 该 (四 -完美 密集 形式 的 特征 数 ， 记 作 Z(n,7)。 
j=0 

这 样 ， 我 们 需要 证 明 的 数 表 - 填 充 方法 能 否 达 到 上 界 的 问题 就 化 为 了 (n,n)- 完 美 密集 形式 能 
否 被 0- 充 分 填充 的 问题 。 

为 此 ， 先 证 以 下 三 个 引 理 ， 

引 理 1 ”对 于 每 行 空间 数 不 少 于 СН "- 鼠 群 ,全 部 i- 反 馈 形式 恰 能 填充 其 中 每 行 的 C 
个 空间 。 (一行 代表 一 只 老鼠 ， 下 同 ) 

证 明 : 考虑 所 有 含有 某 行 分 量 的 i 反馈 形式 ， 它 们 除了 该 行 的 分 量 外 ， 其 他 т 个 分 量 
约束 地 分 布 在 п-1 个 其 他 的 行 ， 因 此 这 样 的 反馈 形式 共有 C 忆 个 。 这 些 反 馈 形式 每 个 占据 该 


行 的 一 个 空间 ， 因 此 共 占 据 其 中 的 Ci 个 空间 。 上 述 论 证 对 每 行 均 成 立 ， 即 每 行 都 恰 被 占据 


了 CJ 个 空间 ， 证 毕 。 


事实 上 ， 引 理 1 保证 了 全 部 计 -反馈 形式 恰 能 占据 一 个 (n, Ci)- 完 美 密集 形式 。 因 此 ， 一 个 


EER- GER) 密集 形式 被 十 入 全 部 -RHEN P FREE ER) BRE 
式 的 。 所 以 要 证 明 (n,7)- 完 美 密集 形式 能 被 0- 充 分 填充 ， 只 需 证 明 它 被 填 入 全 部 


经 典 趣 题 ” 
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Ё 


Z(n,r)-l 


1,2,…,(Z(n,7)-1)- 反 馈 形式 后 所 剩 的 (n,r。 >С, )- 完 美 密集 形式 能 被 Z(n,n)- 充 分 填充 。 
ї=1 


引 理 2 xC*=nC* 


证 明 : 构造 一 个 充分 大 的 n- 鼠 群 并 填 入 全 部 x- 反 馈 形 式 。 考 虑 用 以 下 两 种 方式 计算 x- 反 
馈 形 式 所 占 的 总 空间 数 : 


1. 由 引 理 1， 和 鼠 群 共 n íT, 每 行 被 占据 了 CC 站 个 空间 ， 所 以 , 一 共有 nC 站 个 空间 被 占据 ， 
这 正 是 所 有 x- 反馈 形式 所 占据 的 空间 数 。 
2. 直 接 考 虑 反馈 形式 的 分 量 , 得 到 全 体 x- 反 馈 形 式 共 有 C* 个 ， 它 们 每 个 占据 x 个 空间 ， 


ЭТА, 一共 是 xC; 个 空间 。 


上 述 两 种 方法 得 到 的 数值 应 该 相同 ， 所 以 xC =n Су, ЕЕ. 


引 理 3 任 给 定 一 个 (n, г) -密集 形式 ， 一 定 存在 一 种 方法 把 它 分 成 两 个 n- 密 集 形 式 ， 其 
中 一 个 是 任 给 定 的 (n, k) -密集 形式 (r 宇 k 且 待 分 密集 形式 的 空间 数 不 少 于 分 得 的 密集 形式 ) 。 

证 明 : 设 给 定 的 (n,7)- 密 集 形式 中 ， 有 7 个 空间 的 老鼠 共 x 只 ， 把 它们 记 为 41; 有 rx-1 个 空间 
的 共 n-x 只 ， 记 为 4;,。 类 似 的 ， 设 给 定 的 (n, 及 -密集 形式 中 有 k 个 空间 的 老鼠 共 y 只 ， 有 k-1 个 空 
间 的 共 n-y 只 。 

当 六 夺 ， 如 果 x 兰 y， 则 在 4 中 取 y 只 老鼠 ， 每 只 拿 出 上 个 空间 ， 剩 下 的 my 只 老鼠 每 只 拿 出 
k-1 个 空间， 组 成 一 个 要 求 的 (2 及 -密集 形式 。 余 下 空间 构成 的 鼠 群 中 有 x-y 只 〔〈 原 来 属于 4，， 
但 只 取 了 k-1 个 空间 的 ) ЙН г-К+1 个 空间 ， 其 余 的 有 r-k 个 空间 ， 这 些 恰 构 成 一 个 n- 密 集 形 式 。 

r>K 时 ， 如 果 x<y， 在 4? 中 取 y-x 只 老鼠 ， 连 同 4 中 的 x 只 老鼠 ， 每 只 拿 出 [个 空间 ， 剩 下 的 
n-y 只 老鼠 每 只 拿 出 k-1 个 空间 ， 这 组 成 一 个 要 求 的 (月 -密集 形式 ， 同 上 ， 可 以 算出 余下 的 鼠 
群 为 一 个 (n, r- 忆 -密集 形式 。 

当 r=k 时 ， 因 为 待 分 密集 形式 的 空间 数 不 少 于 分 得 的 密集 形式 ， 所 以 必 有 x 三 y， 因 此 直 
RHEE х>у 情况 的 方法 即 可 。 

综 上 ， 无 论 r 与 & 大 小 关系 如 何 ， 都 存在 这 样 一 种 分 法 达到 题目 的 要 求 ， 证 毕 。 


定理 2 і, п, r,xEN, 一 个 共有 x 个 空间 的 (п, г) -密集 形式 只 要 满足 1<1<п‚,х<1С!, 


就 能 被 -反馈 形式 充分 填充 。( 实 际 上 ,上面 的 两 个 条 件 只 是 保证 了 存在 能 填充 n- 密 集 形式 的 
这 种 反馈 形式 ， 并 且 它们 的 数量 足够 充分 填充 原 密集 形式 ) 


证 明 : 对 nn 使 用 归纳 法 。 
1) 当 n=1 时 ，……1<i<n=1 ы 


“XxX<iC'=] ..x=1 
即 此 时 只 有 1 个 空间 ， 当 然 能 被 I- 反馈 形式 充分 填充 ， 得 证 。 
2) 假 设 n=k 时 (Kk 宇 1) 命题 成 立 。 
当 n=k+1 时 ， 分 六 步 证 明 : 
І. 由 定义 2.4 的 推论 ,得 nCr-D<xnr н (1) 
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故 1 时 ，x<iC,=7 , 


所 以 r=1。 
因此 ， 只 可 能 * А#Б Н 
当 i=n 时 ， 同 理 只 可 能 是 

六 反馈 形式 即 可 。 
ТИШ АЖЕ 2<г<лп-1 情况 。 


П. В) НАИ, п) С, 


1 个 空间 而 其 他 老鼠 没有 空间 , 依次 填充 即 可 。 
xs1 т=1: `4 х<п 时 无 需 填充 ， 当 x=n 时 填 入 唯一 一 个 


п 


又 由 引 理 2， 得 n(r-1)< iC! =n CE] аа а 


因为 两 边 都 是 整数 ， 所 以 r<Cm 。 O) 
又 由 (1), 得 өөө (3) 


Ш. # (1-1) =у(тоа п-1)(1&у<п-1), йй n|r(i-1)-y o 
从 原 (n,n)- 密 集 形式 中 去 掉 含 /个 空间 的 一 行 ( 设 它 为 X) 后 ， 得 到 一 个 (n-1)- 密 集 
形式 4，A 的 空间 数 为 x-r。 


р Кы ы ге 1—1) – asi 
再 考虑 一 个 (nl ADO ERER B, seh ут EN, 
n= n— 


B 的 总 空间 数 为 EI tl р) 
n= n— 
sl ст еле Кз 
п—1 п—1 
ЗЕЕ У, EN,, ХОРС у ү, DY үш. езй (4) 
п—1 п—1 n— 


IV. 如 果 B 的 总 空间 数 r(i-1) 多 于 A 的 总 空间 数 x-r， 即 r(i-1)>x-r， 得 x<ir。 

叉 因 为 i 三 n-1， 由 (DD 有 ir-1)<n(r-1)<x<ir о 

因此 ， 原 (n,n)- 密 集 形式 中 至 多 能 填 入 r-1 个 i- 反馈 形式 (r=1 是 平凡 的 ， 这 里 只 考 
È 7 三 2 的 情况 )。 即 只 须 证 明 原 (n,n)- 密 集 形式 中 能 填 入 r-1 个 不 同 的 二 反馈 形式 。 

直接 考虑 被 原 (n,n)- 密 集 形 式 包 含 的 (n,r-1)- 完 美 密集 形式 。 

下 面 证 明 (n,r-1)- 完 美 密集 形式 中 能 填 入 r-1 个 不 同 的 计 反 馈 形 式 : 
想象 一 个 类 似 2.2 节 中 的 数 表 ， 我 们 在 它 的 每 “ 列 ” 中 填 入 一 个 i 反馈 形式 ， 因 为 
CRA r-1 列 ， 故 共 填 入 了 x-1 个 谍 反馈 形式 。 这 些 i 反馈 形式 可 以 无 约束 地 占据 一 列 
п 个 空间 中 的 i 个 空间 ， 所 以 ， 只 要 证 明 i 反 馈 形 式 的 总 数 多 于 r-1 个 即 可 。 


由 (2)， 计 反馈 形式 总 数 C=C! +CH >C- -1 过 六 1。 得 证 。 

V. 如 果 有 8 的 总 空间 数 r(i-1) 不 多 于 4 的 总 空间 数 *r， 结 合 (4) 知 ，4,B 满 足 引 理 3 的 
条 件 。 于 是 由 引 理 3，4 可 被 分 成 B 和 另 一 个 (п-1) -密集 形式 C。 由 (2)， 因 为 B 的 总 空 
间 数 rGD 科 (人 DC， 且 1<i<n-1, 根据 归纳 假设 , 这 个 密集 形式 能 被 (i-1)- 充 分 填充 ， 


并 且 用 r 个 i- 反 馈 形 式 填充 后 恰 无 空间 剩余 (总 空间 数 是 (i-1)r)。 把 B 被 (i-1)- 充 分 填充 的 
方案 中 所 有 (i-1)- 有 反馈 形式 附加 上 Xi 分 量 后 ， 得 到 7 个 i- 反 馈 形式 ， 它 们 恰好 填 满 了 B 和 
X1。 这 些 i- 反 馈 形式 均 有 XI 的 分 量 ， 不 会 与 填充 C 的 i- 有 反馈 形式 相同 。 

因此 ， 下 面 只 需 证 明 C 能 被 i- 充 分 填充 。 


n 
© 
E 
х 
Т 
$ 
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М. 考虑 V 中 剩 下 的 (z-1)- 密 集 形 式 Co 
为 1<ї<п-1,‚ HÆ) FEZO x-r-r(i-1)=x-ir, 
又 由 引 理 2 和 (3)， 有 


. .Х i i УЙ ж Ж i і epi + i- eni 
хі =(1-—)x<(1-—)iCi =iCŻ -iX — Cİ =i Ci -iX С\=їС| |. 
n n n n 


因此 ， 剩 下 的 鼠 群 满足 归纳 假设 的 条 件 ， 可 以 被 六 充分 填充 ， 得 证 。 


Е, п=К+1 时 ， 命题 得 证 。 


综合 0 和 2， 原 命题 得 证 ， 
Z(n,r)-l 


根据 定理 2,， 可知 n, (7 一 С, )- 完 美 密集 形式 能 被 Z(n,n)- 充 分 填充 ， 故 (n, 办 -完美 密集 


і=1 


形式 能 被 0- 充 分 填充 ， 即 数 表 -填充 方法 的 可 行 性 获 证 。 


应 当 注 意 到 ， 定 理 2 的 证 明 过 程 给 出 了 数 表 -填充 方法 例子 的 递归 构造 法 ， 其 核心 是 先 填 
充 一 整 行 并 使 其 他 行 的 空间 分 布 保持 均匀 ， 再 递归 地 按 少 一 行 的 方法 填充 剩 下 的 部 分 。 


24 ”对 实验 轮 数 的 改进 


在 前 文中 ， 我 们 只 研究 了 пг 两 个 变量 。 而 事实 上 ， 这 个 问题 还 可 以 加 入 实验 轮 数 m， 从 
而 进行 更 深入 的 推广 。 

最 直接 的 推广 是 : 用 n 只 老鼠 进行 т 轮 实验 ， 其 中 每 只 老 女 每 轮 实验 至 多 服用 + 20, 
最 多 能 确保 从 多 少 瓶 药 中 选 出 一 瓶 毒药 。 类 似 2.3 贡 中 的 定义 ， 每 轮 实 验 都 相当 于 一 个 mXr 
数 表 ， 因 此 严 轮 实验 的 空间 总 体 相 当 于 一 个 严 XzaXr 的 三 维 数 表 。 这 时 反馈 形式 也 被 提升 到 
了 三 维 ， 并 且 由 于 老鼠 死 后 不 能 再 做 实验 ， 所 以 同一 上 只 老 鼠 在 两 轮 不 同 的 实验 中 所 服 的 药物 
的 集合 应 当 没 有 交集 〈 和 否则 在 前 一 轮 中 就 已 经 能 判断 该 药 是 不 是 有 毒 了 ， 这 样 也 起 不 到 作用 ， 
参见 1.2.3 节 关 于 实验 “独立 性 ”的 描述 )。 因 此 ， 对 反馈 形式 的 限制 是 ， 每 个 反馈 形式 只 能 
占据 每 只 老鼠 的 至 多 一 个 空间 ， 即 在 每 上 只 老鼠 决定 的 “平面 ”内 有 至 多 一 个 分 量 。 

与 1.4 节 类 似 ， 还 可 以 把 问题 中 “生死 状态 ” 换 成 “ 叫 声 状态 ”。 这 样 做 的 影响 就 是 对 反 
馈 形 式 的 限制 变 成 了 每 个 反馈 形式 能 占据 每 上 只 老鼠 每 轮 实 验 至 多 一 个 空间 ， 即 在 每 个 “老鼠 - 
实验 直线 ”( 即 老鼠 决定 的 平面 与 实验 轮 数 决 定 的 平面 的 交 线 ) 上 有 至 多 一 个 分 量 。 

以 上 两 个 问题 就 是 b(n,n) 问 题 推广 到 三 维 空间 后 的 表现 形式 。 对 反馈 形式 限定 的 不 同 决定 
了 它们 的 差异 。 同 样 的 ， 不 难 把 数 表 -填充 方法 的 各 种 定义 推广 到 三 维 空间 中 ， 并 可 以 用 该 方 
法 得 到 这 两 个 问题 答案 的 上 界 。 如 果 不 用 老鼠 与 毒药 的 实际 化 条 件 而 直接 采用 抽象 的 数 表 方 
法 ， 本 问题 也 可 以 推广 到 一 般 的 多 维 形式 。 然 而 ， 上 文中 的 可 行 性 证 明 依赖 于 对 (n,n)- 密 集 形 
式 的 一 种 划分 ， 而 这 种 划分 无 法 简单 地 推广 到 三 维 及 更 高 维 中 。 因 此 ， 不 能 确定 此 时 的 数 表 - 
填充 方法 上 界 是 否 真 的 能 取 到 。 这 个 问题 有 待 于 进一步 的 研究 。 


第 三 章 两 瓶 毒药 问题 的 推广 


3.1 问题 的 描述 


上 文中 所 有 方案 限于 检测 仅 含有 一 瓶 毒药 的 问题 ， 那 么 如 何 处 理 多 瓶 毒药 的 问题 呢 ? 
如 果 药 物 中 含有 一 瓶 以 上 的 毒药 时 ， 喝 任意 一 瓶 毒药 均 会 导致 老鼠 死亡， 使 问题 变 得 更 
复杂 。 这 里 我 们 只 考虑 含有 两 瓶 毒药 的 情形 ， 并 将 新 问题 描述 如 下 : 


问题 3 对 于 充分 多 瓶 药物 ， 已 知 其 中 共有 两 瓶 毒药 。 用 n 只 老 姐 做 一 轮 实验 ， 
确保 从 这 些 药物 中 检验 出 占 多 少 比 例 的 药物 无 毒 ? 


最 多 能 


下 文中 ， 设 问题 3 中 的 最 大 比例 为 c()。 
3.2 ”坐标 方案 


由 于 坐标 思想 的 具体 方案 与 的 整除 性 有 关 , 为 了 在 不 失 一 般 性 的 同时 更 具体 的 描述 这 个 
方案 ， 下 面 用 特例 c(10) 来 介绍 它 


3.21 基础 方案 : 5X5 方案 


将 10 只 老鼠 平均 分 成 两 组 ， 并 做 出 一 个 5х5 的 方 阵 ， 把 全 部 药物 均匀 地 放 在 这 个 方 阵 
中 。《〈 因 为 药物 足够 多 ， 所 以 可 以 视 作 是 连续 的 ， 而 无 需 考 虑 无 法 被 25 整除 所 带 来 的 微小 误 
ж, FED 然后 让 第 一 组 的 5 只 老鼠 分 别 喝 方 阵 5 横 排 中 所 有 的 药 ， 第 二 组 则 喝 竖 列 的 。 
为 毒药 所 在 方 格 横 排 和 竖 列 所 对 应 的 老鼠 都 会 死亡 ， 从 而 根据 老鼠 死亡 情况 就 能 判断 哪 格 有 
可 能 是 毒药 。 最 坏 情况 是 两 组 各 死 两 只 老 眼 ， 如 下 图 所 示 。 此 时 ， 这 4 条 “直线 ”将 有 4 个 
交点 ， 都 是 可 能 有 毒药 的 方 格 。 也 就 是 说 ， 虽 然 只 有 两 瓶 毒药 存在 ， 这 里 将 找 出 4 个 可 能 久 
毒药 押 在 地 ， 发 生 了 混 清 。 


这 时 ， 能 确保 无 毒 的 方 格 有 5X5 一 4=21( 个 )， 确保 药物 无 毒 的 比例 为 = 


6 老鼠 ( 生 ) “7 老鼠 ( 死 ) В (Е) ”多 老鼠 ( 死 ) ”10* 老 鼠 ( 生 ) 
老鼠 ( 生 ) ж 无 毒 EF 
жщ оп 88 
3ER (Œ) EË Е 无 毒 
4 老鼠 ( 死 ) | жЕ. 

SZR (Œ) 28 无 毒 EE 


即 с(10)® 21 
Pego 25 


Ат РН EN TEE ERNIA Ж (5х5 比 4X6 或 其 他 分 组 方式 乘积 更 大 )， 
从 而 得 出 的 答案 最 优 。 


25 


-14- 


3.2.2 改进 方案 I: 6X6 方 案 


正如 进位 制 方法 中 可 以 有 编号 为 00…0 的 药物 一 样 ， 这 里 也 可 以 考虑 使 用 排除 的 思想 。 

把 药物 分 成 6X6 的 方 阵 ， 并 只 让 两 组 老鼠 分 别 喝 前 5 横 排 和 前 5 紧 列 的 药物 。 如 果 茶 组 
只 有 一 只 老鼠 死亡 ， 我 们 就 认为 那 具 老鼠 所 确定 的 排 ( 列 ) 和 第 6 排列 ) 都 可 能 存在 毒药 。 
如 下 图 所 示 。 与 3.2.1 节 相 同 ， 最 坏 情 况 下 是 有 4 格 里 可 能 有 毒药 。 


б ( 生 ) Т ( 死 ) В (Б) ӘЗ ZO ”104 老鼠 ( 生 ) 
NN 
1 老鼠“( 生 ) ШЕ а СЕС 
жщ оо | 8 a 
FER ( 生 ) Е ха С жй = 
4 老鼠 (Œ) = хе | zS 
st 老鼠 Œ рач ха 58 


— 


综 上 ， 确 保 无 毒 的 比例 是 656-4 8, цр с(10)25. 


3.2.3 KOED ZI: 4X4X5 方案 


事实 上 ， 上 述 方案 的 主要 思想 是 设 定 2 个 独立 的 坐标 ， 就 像 平 面 直角 坐标 系 中 用 两 个 数 
表示 一 个 点 的 位 置 一 样 。 因 此 ， 容 易 联 想到 做 出 类 似 空 间 直角 坐标 系 的 三 维 方案 ， 以 及 更 一 
般 的 任意 多 个 坐标 的 方案 ， 这 就 是 坐标 方案 的 核心 思想 。 

作为 三 维 方案 ， 把 10 只 老鼠 尽量 均匀 的 分 为 3 组 ， 即 3 只 、3 只 、4 只 。 考 虑 到 3.2.2 市 
中 的 改进 ， 可 以 把 药物 分 成 4X4X5 的 空间 阵列 并 按 上 述 方法 实验 。 每 组 老鼠 代表 着 一 个 坐 
标 。 平 面 直角 坐标 系 中 用 线性 方程 表示 一 条 直线 ， 所 以 老鼠 喝 一 条 直线 上 的 药 ， 而 空间 直角 
坐标 系 中 线性 方程 表示 一 个 平面 ， 所 以 老鼠 需要 喝 一 个 平面 上 全 部 的 药物 。 这 时 ， 又 有 一 个 
更 复杂 的 混 请 问题 ， 因 为 最 坏 情 况 是 将 会 出 现 每 组 两 只 老鼠 死亡 ， 就 相当 于 确定 了 毒药 所 在 
的 3 组 平面 ， 其 中 每 组 内 两 平面 平行 。 这 6 个 平面 有 8 个 交点 ， 即 有 8 格 无 法 确定 毒性 。( 
般 的 ， 直 接 考虑 m 个 坐标 、 每 个 确定 2 个 超 平面 可 知 共有 2" 格 可 能 有 毒药 ) 因此 ， 确 保 无 毒 的 
比例 为 4x4x5-8_ 2 ， 即 c(10) 宕 0.9。 

4x4x5 10 

因为 无 法 确定 毒性 的 方 格 数量 的 指数 级 增加 ， 添 加 出 更 高 维 或 减少 至 一 维 均 不 能 使 无 毒 
比例 增加 ， 所 以 ， 这 个 方法 所 得 的 n=10 时 的 最 好 下 界 就 是 0.9。 对 于 nn 取 一 般 数 值 的 问题 ， 
类 似 的 可 以 依次 考虑 二 维 、 三 维 及 更 高 维 的 坐标 方案 ， 并 取 其 中 的 最 优 解 。 


3.3 ”坐标 -分 组 方案 


还 有 一 种 看 起 来 较 人 简单 的 方案 ， 就 是 直接 把 药物 平均 分 成 几 组 ， 并 把 每 组 考虑 成 一 敌 药 
物 来 减少 独立 药物 的 数量 ， 然 后 让 每 只 老鼠 喝 下 其 中 的 阁 干 组 ， 就 像 二 进 制 方案 一 样 ， 通 过 
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死亡 情况 来 找 出 包含 药物 的 两 组 〈 因 为 上 只 考虑 最 坏 情况 ， 假 如 两 瓶 毒药 不 笠 被 分 到 一 组 ， 允 
许 只 找 出 包含 毒药 的 两 组 ， 而 不 确定 是 否 毒药 在 哪 组 。 这 种 特例 有 可 能 对 下 面 的 研究 产生 影 
啊 ， 因 此 要 特殊 注意 。 这 个 特殊 情况 以 下 称 为 经 含 问 题 )。 

经 过 初步 ЛИ ООО ИЕ ЕЕ 案 是 困难 的 。 

为 此 ， 以 下 构造 一 个 新 问题 

问题 4 在 已 知 有 两 瓶 毒药 的 情况 下 ,用 只 老鼠 进行 一 轮 实 验 ， 最 多 能 确保 从 多 少 瓶 药 
物 中 找 出 这 两 瓶 毒药 ? 

我 们 设 问题 4 的 解 为 一 个 新 函数 Ди) o 


-2 
F) 
事实 上 , 到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 证 明 存在 n, 使 得 ftn)>n+1 (п 只 老鼠 各 检验 1 瓶 (组 )， 
最 后 一 瓶 组) 用 排除 法 ， 就 得 到 fm) 宇 n+1)， 而 且 简单 的 尝试 可 以 发 现 ， 构 造 一 个 非 平凡 
的 例子 是 非常 困难 的 ,同时 ,要 想 使得 这 个 方法 所 得 到 的 界 优 于 华 标 方案 ,需要 о 
即 XI0)>20， 所 以 ， 从 这 个 意义 上 看 ， 这 个 方法 势必 不 如 坐标 方案 ， 要 想 有 更 优 的 结果 ， 需 要 
更 深刻 的 想法 。 不 过 实际 上 ， 这 个 分 组 方案 是 可 以 “整合 ”到 坐标 方案 中 的 ! 这 是 因为 坐标 
方案 中 5 只 老鼠 被 用 来 从 6 组 药 中 选 出 (可能) 有 毒 的 两 组 ， 而 分 组 方案 中 这 个 数 应 该 是 Д5) 


把 上 面 问题 中 的 药物 理解 成 组 ， 可 知 分 组 方案 所 得 到 的 确保 无 毒 比例 为 中 二 2 


ин 


理 三 维 及 更 高 维 也 有 改进 空间 ， 可 能 还 会 优 于 坐 


>6。 因此， 一 维 情况 可 以 是 人， 同 


标 方案 给 出 的 答案 。 因此, 在 坐标 方案 中 每 组 的 x 只 老鼠 不 止 通过 各 喝 一 个 超 平面 上 的 药物 、 
而 是 按 分 组 方案 设计 ， 则 可 能 会 用 来 检验 更 多 超 平面 ， 于 是 我 们 就 将 这 两 个 方案 合 二 为 一 ， 
称 为 坐标 -分 组 方案 。 

另外 ， 这 里 还 存在 一 个 问题 ， 就 是 3.2.1 节 中 ， 我 们 尽量 使 每 组 老鼠 数量 相同 是 为 了 让 它 
们 的 乘积 最 大 ， 而 对 于 函数 来 说 , 这 样 是 否 同样 能 达到 最 大 值 呢 ? 三 维 又 是 否 是 最 优 的 呢 ? 
为 了 解决 上 面 的 诸多 疑问 ， 我 们 必须 对 ftn) 进 行 更 深入 的 研究 。 


3.4 对 f(n) 的 定性 估计 


341 “二进制 描述 


为 了 方便 进行 下 面 的 研究 ， 我 们 将 寻找 一 种 合适 的 描述 方法 。 
设计 例子 的 关键 就 是 哪 只 (老鼠 喝 哪些 药 ， 为 了 描述 这 个 情况 ， 我 们 采取 类 似 第 一 章 中 的 
二 进 制 方法 : 每 行 表示 一 瓶 药 ， 每 列表 示 一 只 老鼠 ， 第 /只 老鼠 喝 第 站 瓶 药 则 第 守 行 第 /7 列 为 

1， 香 则 为 0。 比如 说 ，3.2.1 节 中 第 一 组 的 老鼠 服药 情况 如 下 
0 
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我 们 把 这 个 方 阵 按 横 排 分 成 n 个 部 分 ( 即 n 瓶 药 )， 用 这 样 的 表示 法 ， 将 一 个 服药 方案 转 
化 成 了 fn) 个 п 位 三 进 制 数 。 联 系 第 二 章 关 于 反馈 形式 的 定义 ， 我 们 也 称 这 样 的 二 进 制 数 为 
对 应 药物 的 反馈 形式 。 


3.4.2 “合成 运算 和 识别 条 件 


在 第 二 章 中 ， 为 了 在 药物 中 找 出 哪 一 眶 有毒， 上 只 需 让 每 瓶 药物 的 反馈 形式 不 同 ， 而 现在 
需要 找 出 两 瓶 毒药 ， 就 得 采用 更 复杂 的 方式 来 判断 给 定 的 反馈 形式 是 否 满足 题目 要 求 〈《 即 是 
否 满足 所 谓 的 “识别 条 件 27。 为 了 确切 的 找 出 两 瓶 毒药 ， 当 任 两 瓶 药 是 毒药 时 ， 老 鼠 的 死亡 
情况 都 应 该 不 同 。 为 了 对 老鼠 死亡 情况 的 描述 ， 我 们 引入 “合成 ”运算 : 


定义 3.1 or〔 合 成 ) 运算 : 对 于 两 个 位 数 同 为 n 的 二 进 制 数 wz， 它们 的 合成 也 是 位 数 
Ў) п 的 二 进 制 数 ， 其 中 每 个 数位 是 原来 两 个 数 对 应 数位 上 数字 中 较 大 的 那个 ， 这 个 新 数 记 作 
aorb. 

这 个 定义 确保 了 当 且 仅 当 两 个 数 中 至 少 一 个 的 某 位 为 1, 则 它们 合成 结果 的 相同 数位 为 1。 
这 个 运算 其 实 就 是 计算 机 位 运算 中 的 “或 ” 理解 为 老鼠 与 毒药 的 位 置 关 系 ， 就 是 当 这 两 瓶 药 
为 毒药 时 ， 当 且 仪 当 其 中 至 少 一 瓶 药 被 菜 只 老鼠 喝 ， 这 只 老鼠 的 反馈 为 1， 即 死亡 。 这 样 ， 
我 们 就 得 到 了 对 两 瓶 毒 药 时 情况 的 描述 。 由 此 ， 为 了 能 区 分 任 两 瓶 药 是 毒药 的 情况 ， 就 要 求 
任 两 个 二 进 制 数 的 合成 不 同 ， 这 就 是 新 问题 中 的 识别 条 件 。 所 以 ， 我 们 的 问题 化 为 求 至 多 能 
找 出 多 少 个 п 位 二 进 制 数 ， 使 其 两 两 的 合成 均 不 同 。 


3.4.3 fon) 上 界 


fl) 个 n 位 二 进 制 数 两 两 做 合成 运算 ， 共 得 到 Ci 个 n 位 二 进 制 数 。 为 使 它们 两 两 不 同 ， 这 
个 数量 一 定 少 于 n 位 二 进 制 数 的 总 数 2。 因 此 ，cC?, 志 2"。 


Хо) 


n+3 n+3 n+3 n+l 
解 得 Кл) җи? <и? сы a 122 


综 上 ， 可 以 得 到 fn) 的 指数 级 上 界 。 


3.4.4 单调 性 


假设 我 们 已 经 得 到 了 满足 条 件 的 fw) 个 n 位 二 进 制 数 ， 把 这 些 数 加 上 末 位 0 得 到 fn) 个 新 
数 。 再 加 入 n+l1 位 二 进 制 数 00...01 (前 n 位 为 0)， 这 fn)+1 个 新 数 将 满足 任 两 个 的 合成 互 不 
相同 。 这 是 因为 末 位 是 0 还 是 1 决定 了 参与 合成 的 两 个 数 中 是 否 包 含 00...01， 而 无 论 包含 与 
否 ， 我 们 的 “归纳 假设 ”( 即 原来 的 Kn) 个 数 满足 识别 条 件 ) 保证 了 所 有 的 合成 两 两 不 同 。 

综 上 ， 得 到 了 ftn)+1 个 满足 条 件 的 пакт 位 二 进 制 数 ， 夏 ftn+1) 宇 fm)+1， 即 ftn) 是 严格 单 
调 递增 的 。 
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3.45 fm 下 界 与 一 个 重要 的 函数 不 等 式 


从 数量 级 估计 的 角度 来 讲 ， 上 节 的 不 等 式 是 平凡 的 。 不 过 它 提 示 了 我 们 ， 用 n 是 某 个 数 
值 时 的 例子 去 构造 n 更 大 时 的 例子 ， 从 而 得 到 下 界 。 


ЖЕЗ f(n+2|log, (n+D>2f(n)〈 其 中 |x| 表 示 不 小 于 x 的 最 小 整数 ， 下 同 ) 
证 阴 : 假设 我 们 已 经 得 到 fn) 个 п 位 二 进 制 数 ， 它 们 两 两 的 合成 互 不 相同 。 
S k= [log,(n+DD|， 下 面 ， 构 造 Km 个 满足 识别 条 件 的 nt2k 位 二 进 制 数 。 


依次 构造 每 组 ftn) 个 的 两 组 w+2K 位 二 进 制 数 。 将 原来 的 fm) 个 n 位 三 进 制 数 后 面 加 上 
个 0， 再 分 别 加 上 个 数位 ， 表示 1,2,...,п 的 二 进 制 编号 (因为 n 的 二 进 制 表 达 恰 好 需要 个 
数位 ， 所 以 这 是 可 以 办 到 的 ) 来 构造 第 一 组 。 第 二 组 数 只 需 将 第 一 组 中 后 次 位 中 前 大 位 和 后 
位 调换 过 来 即 可 。 

这 2ftn) 个 数 两 两 的 合成 中 , 根据 后 2k 位 的 情况 ,可 知 两 个 参与 合成 的 数 取 自 上 面 构造 的 
哪 组 : 如 果 后 次 位 中 ， 前 大 位 为 0， 则 两 个 数 都 来 自 第 一 组 ;后 天 位 为 0 则 都 来 自 第 二 组 ; 
两 种 都 不 是 则 一 个 来 自 第 一 组 ， 一 个 来 自 第 二 组 。 如 果 两 个 数 来 自 相 同 的 组 ,“ 归 纳 假设 ” 决 
定 了 这 些 数 满足 识别 条 件 ， 否 则 ， 把 后 2К 位 直接 看 做 两 个 上 位 二 进 制 数 ， 并 转化 为 十 进 制 数 
就 可 以 得 到 两 个 数 在 各 自 组 中 的 编号 ， 即 可 唯一 确定 地 找 出 这 两 个 数 ， 从 而 就 证 明了 这 时 的 
结果 也 满足 识别 条 件 。 

综 上 ， 我 们 构造 出 2f(n) 个 满足 识别 条 件 的 п+2 位 数 ， 也 就 证 明了 定理 3。 


3.4.6 fo 定义 域 的 连续 化 和 进一步 的 下 界 估计 


上 节 中 使 用 了 离散 化 的 天 花 板 函数 [x] ЗЕН. fn) 也 是 定义 域 离散 的 函数 。 这 些 离散 属性 


在 函数 的 处 理 中 很 不 方便 。 为 此 ， 本 节 将 试图 在 不 影响 其 效果 的 前 提 下 把 它们 连续 化 。 
对 任意 xE[L+co)， 为 将 函数 六 的 定义 域 连续 化 ， 定 义 ftw) 为 原来 的 KD)， 则 新 的 函数 仍 
是 单调 递增 的 〔 但 不 是 严格 单调 递增 的 )， 且 在 [L,+ce) 上 有 定义 。 


[21og2(n+1)]+2=[2(log2(n+1)+1)]2[2|log, (n+D|]=2|log, (n+D| 


2.2 п)<]п+2®&)<]{п+[21ов5(л+1)]+2)=]{п+21ов»(л+1)+2)(л Є М) 


同样 的 ， 对 于 正 实数 na， 我们 有 Kn+2Aogan+1)+2) =/]([п]+21ог»[п+1]+2) *2/Д([п])=2Д), 
以 上 计算 得 出 了 对 定理 3 的 一 个 改进 ， 从 而 不 但 去 除了 取 整 函数 ， 还 使 得 z 可 以 取 任 意 实 
数值 。 下 节 我 们 将 运用 ”ftn+21log2(n+1)+2) 宇 2fn)(nE[1,+%)) 来 估计 ftn) 的 下 界 。 


3.4.7 п) Р-р НОВИ 


р 2 ЕЛ сда 
п 


Z i E 


:老鼠 与 毒药 问题 "推广 研究 


E 


ha 219826 1 log,(n+1) 


n п+1і n n 
ЭТЕД, Ап) PEIR o 
因此 ， 对 于 n>no 宇 2, 有 fh(non) 宇 Rh(n)n)= Kn+2Aogn+2) > 2Kn). 
А: ХА (по)по) 22А (по)по) > >2(п)(хЄ М.) 


1< Е (105-1 1ов,(1+1)) 5. 0ов,е-1-0 <0(ne [L+ce))， 


BE у=Т(пупхЄ М), WA x= logn ， 代 入 得 


По 


Ху) 22% по)=Кпо) п "у Су (C= fmn, д по ЭО) 
推广 到 充分 大 的 任意 实数 y， 因 为 上 面 整数 的 限制 ， 有 


y 
БДС Ута 


i 21 овас 2-1 C ову2 
JOZ T" До)> 2 Апо) у ” 。 


x +21 +1)+2 +21 +1)+2)' 2 
BA A = на” =" жн. F L= iml +1 G 


n> (п) поо 


必 达 法 则 ) , ТШД, дов ,2 可 以 任意 大 。 故 y TEKN, SORET ETRA. 
因为 上 节 的 不 等 式 中 既 有 n 又 有 对 数 ， 所 以 难以 给 出 确切 的 数量 级 。 假 如 去 掉 对 数 ， 得 
到 类 似 ftn+2) 宇 2Kn) 的 式 子 的 话 ， 则 容易 算出 函数 恰 是 指数 级 的 。 
所 以 ， 我 们 可 得 出 tm) 下 界 介 于 指数 级 和 窜 函 数 级 别 之 间 。 


3.5 ”对 f(n) 的 定量 计算 (计算 机 算法 ) 


3.5.1 精确 解 的 搜索 算法 


为 了 求 出 问题 的 精确 解 ， 我 们 设计 了 依靠 回 询 算法 进行 求解 的 程序 。 

从 空 方 案 开始 ， 每 次 按 二 进 制 数 从 小 到 大 枚 举 每 个 反馈 形式 ， 尝 斌 添加 进 待 求 方案 中 。 
若 新 反馈 形式 添加 后 满足 识别 条 件 ， 则 继续 枚 举 添 加 下 一 个 。 无 法 添加 任何 一 个 新 反馈 形式 
时 ， 删 除 最 后 一 个 添加 的 反馈 形式 。 如 此 直至 枚 举 完 所 有 合法 的 方案 ， 从 中 取 反 馈 形 式 最 多 
的 一 个 进行 输出 。 这 里 ， 为 了 提高 程序 效率 并 方便 处 理 ， 直 接 将 反馈 形式 存储 为 对 应 的 二 进 
制 数 ， 并 用 位 运算 “或 ”处 理 合成 运算 。(Pascal 源 程序 见 附录 A) 

这 个 程序 能 保证 解 得 fn) 的 最 优 性 。 不 过 单 从 枚 举 反 馈 形 式 的 角度 讲 ， 它 的 时 间 复 杂 度 就 
高 达 o(2”)。 因 此 ， 该 程序 所 用 的 时 间 随 着 n 的 增加 而 急剧 增多 ， 不 适合 n 较 大 时 的 求解 。 

在 实践 中 ， 我 们 通过 这 个 程序 得 到 了 п<8 时 的 解 ， 见 下 表 (对 应 方案 见 附录 C)。 其 中 
计算 n=7 的 过 程 不 到 一 分 钟 时 间 ， 而 n=8 时 ， 则 用 了 几 个 小 时 ， 可 见 其 时 间 消 耗 增 速 之 快 。 


n [1121314561738 
Хп) 2131415 |6 8 |10113 


经 典 趣 题 ” 


8 
n 
= 
Bh 


毒药 问题 "推广 研究 


3.5.2 快速 估计 的 随机 数 算法 


由 于 上 面 算法 的 时 间 复 杂 度 难以 承受 ， 我 们 决定 尝试 新 的 策略 ， 使 用 随机 方法 在 相对 较 
短 的 时 间 内 求 出 尽量 接近 fn) 的 估计 和 解 。 

从 空 方 案 开 始 ， 每 次 从 可 以 添加 的 反馈 形式 中 随机 选取 一 个 ， 添 加 进 待 求 的 方案 ， 同 时 
记录 本 次 求解 过 程 中 曾 得 到 的 最 优 解 。 当 不 能 再 添加 新 数 时 ， 则 从 当前 方案 中 随机 删 去 若干 
个 反馈 形式 并 重新 答 试 添加 。 如 果 得 到 了 更 好 的 结果 ， 就 输出 并 继续 上 述 过 程 ， 如 果 进 行 了 
一 定 次 数 的 操作 仍 不 能 改进 答案 , 则 放弃 当前 解 ， 再 从 空 方案 开始 。(Pascal 源 程 序 见 附录 В) 

这 个 程序 的 运行 效果 比较 好 ， 能 很 快 的 算出 在 一 定 规模 时 的 解 ，ftn) 估 计 值 见 下 表 (对 
应 方案 见 附录 C)。 不 过 ， 由 于 所 得 解 不 一 定 是 最 优 解 ， 这 仍然 不 是 理想 的 解决 途径 。 


n 9 |10 | 11 |12 |13 | 14 | 15 |16| 17 | 18 | 19 | 20 
ftm) 估 计 值 | 17 | 21 | 30 | 37 | 42 | 52 | 64 | 81 | 102 | 126 | 159 | 195 


3.6 ”对 f(n) 的 猜想 与 展望 


经 过 以 上 的 研究 , 我 们 对 AME n 比较 小 时 的 数值 及 比较 大 时 的 变化 趋势 都 有 了 更 深入 的 
了 解 。 然 而 许多 问题 仍 未 得 到 解决 。 

最 为 关键 的 一 个 问题 就 是 ftn) 的 数量 级 。 在 3.4 节 中 ， 我 们 得 到 的 上 界 是 指数 级 的 ， 而 下 
界 则 达 不 到 这 个 等 级 。 鉴 于 n 比较 小 时 的 数据 与 下 界 估 计 已 有 差距 ， 我 们 猜测 fn) 是 指数 级 
的 。 不 过 要 想 从 估计 下 界 的 角度 得 到 这 一 点 ， 似 乎 需要 更 为 深刻 的 构造 方法 以 便 得 到 更 强 的 
不 等 式 。 

fn) 的 “平稳 ”性 是 另 一 个 值得 关注 的 问题 ,注意 到 由 3.5.1 节 , 对 п=1,2,...,7, в(п)=/Д{п+1)-/(п) 
是 单调 递增 的 。 单 从 定义 来 看 ， 也 没有 理由 认为 存在 某 个 特定 的 п 使 得 fn) 发 生 突 变 ， 因 此 
我 们 猜测 g(n) 恒 单调 递增 。 不 过 ，3.5.2 节 得 到 的 结果 则 似乎 否定 了 这 一 点 ， 假 设 3.5.2 节 算 
出 的 是 精确 解 , 则 有 8g(12)<g(11)。 这 究竟 是 因为 刚刚 的 猜测 错 了 还 是 3.5.2 Эт ЕЛА Ж 
案 不 具备 最 优 性 所 致 ， 我 们 还 不 清楚 。 

例子 的 构造 同样 是 个 有 趣 的 问题 。3.5.1 节 中 我 们 由 程序 得 到 的 例子 全 都 含有 一 个 共同 的 
反馈 形式 “00...0”， 这 是 否 是 必然 的 呢 (3.5.2 节 中 的 例子 有 不 含 这 个 反馈 形式 的 ， 但 不 一 定 
是 最 优 解 ) ? ЗЕН. 3.5 节 的 程序 只 给 出 找到 的 第 一 个 最 优 方案 ,那么 对 于 n， 又 有 多 少 组 满足 
条 件 的 最 优 方 案 呢 ? 

合成 运算 在 实现 时 用 的 是 计算 机 位 运算 or， 那 么 如 果 “ 规 则 ”不 再 是 or， 而 是 其 他 位 运算 
呢 ? 根据 and 运 算 与 or 的 对 称 性 知 ， 只 要 把 得 到 的 反馈 形式 的 0 和 1 互 换 ， 它 们 就 是 等 价 的 。 
不 过 ， 对 于 在 编码 理论 中 使 用 最 多 的 xor， 竞 会 得 到 不 同 的 答案 。 例 如 把 3.5.1 节 程 序 中 or 改 
成 xor， 得 到 新 的 结果 六 (6)=9>8=R6)。 为 什么 会 这 样 ? xor 和 or 时 的 结果 是 否 有 联系 呢 ? 


3.7 ”蕴含 问题 


回 到 举 标 -分 组 方案 ， 考 虑 到 每 组 包含 多 瓶 药物 时 ， 可 能 有 两 瓶 毒药 同 在 一 组 的 情况 ， 我 
们 的 检验 法 要 有 一 点 修改 : 假如 没有 两 个 反馈 形式 的 合成 和 真实 反馈 相同 ， 那 必定 是 由 于 毒 
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药 只 在 一 组 中 ， 从 而 直接 由 真实 反馈 形式 找 出 那 组 即 可 。 

3.3 节 中 我 们 论证 了 只 要 能 找到 包含 这 组 的 两 组 即 可 , 然而 这 时 的 两 组 是 否 唯一 呢 ? 是 否 
会 存在 三 组 所 对 应 的 反馈 形式 а,Ь,с 使 得 a or bp=c， 从 而 ， 如 果 毒 药 都 在 с 中 会 与 分 别 在 a 和 
b PANEI? 

我 们 就 此 证 明 : 上 面 的 检验 法 能 唯一 确定 地 找 出 包含 毒药 的 至 多 两 组 。 

假定 一 种 方案 使 得 ftn) 瓶 药 的 反馈 形式 满足 识别 条 件 ， 即 任 两 个 的 合成 不 同 。 于是， 如 时 
毒药 分 别 在 两 组 中 ， 可 以 唯一 确定 的 找 出 与 真实 有 反馈 相同 的 两 个 反馈 形式 的 合成 ， 也 就 找 出 
了 相应 的 两 组 。 如 果 毒 药 都 在 一 组 ， 假 如 没有 两 个 反馈 形式 的 合成 和 真实 反馈 相同 ， 我 们 能 
判断 出 这 一 点 ， 从 而 直接 由 真实 反馈 形式 找 出 那 组 ， 否 则 ， 有 两 个 反馈 形式 的 合成 与 真实 相 
同时 , 会 发 生 所 谓 的 混淆 ， 这 时 只 需要 证 明 找 出 的 两 组 包含 了 有 毒药 的 一 组 , 而 不 是 a or b=c 
型 的 混淆 情况 。 这 可 以 用 反 证 法 证 明 。 因 为 假设 选 出 组 的 反馈 形式 为 wp， 真实 组 的 为 c， 且 
aorb=c， 其 中 与 a,b 互 不 相同 ， 那么 a 中 所 有 为 1 的 数位 在 с 中 所 对 应 数位 也 为 1， 因 此 ， 
аогс=с,, Т с=а orb， 因 此 ，a orc=a orb， 即 а,Ь,с 不 满足 我 们 构造 中 任 两 个 反馈 形式 的 合 
成 不 同 的 条 件 ， 了 矛盾 ! 因此 c 和 a, 5b 之 一 相同 ， 即 找 出 的 这 两 组 包括 了 含 毒药 的 组 。 证 毕 。 

事实 上 ， 这 种 方法 也 可 以 推广 到 п 瓶 毒药 的 情况 ， 即 n 瓶 毒药 的 情况 中 ， 假 如 全 部 毒药 
只 在 少 于 nn 组 中 ， 按 上 面 的 检验 方法 ( 先 找 n 组 的 合成 ， 没 有 对 应 的 话 再 找 п-1 组 的 ， 以 此 类 
推 ) 处 理 就 可 以 唯一 确定 的 找 出 至 多 n 组 包含 全 部 有 毒 组 。 这 里 要 注意 还 有 一 种 混淆 的 方式 : 
毒药 在 i 组 中 , 但 我 们 寻找 j(ij<n) 个 反馈 形式 的 合成 时 得 到 不 止 一 种 方式 。 当 然 这 种 混淆 同 
样 是 不 可 能 的 ， 因 为 从 这 两 种 方式 中 任 取 一 个 只 在 一 个 方式 里 出 现 的 反馈 形式 ， 取 它 和 男 一 
个 方式 中 所 有 反馈 形式 的 合成 也 满足 识别 条 件 ， 因 此 在 j+tl 个 的 方案 中 就 该 出 现 合 适 的 选 法 ， 
得 到 了 矛盾。 


3.8 ”对 坐标 -分 组 方案 的 新 理解 


根据 3.5 节 的 计算 ， 我 们 考虑 n=10 时 的 两 种 二 维 坐 标 -分 组 方案 : 
第 一 种 是 (5,5) 分 组 ， 最 多 把 所 有 药 分 成 Д5) х Д5)=36 组 ， 能 鉴定 无 毒药 物 的 比例 是 


2 一。 第 二 种 是 (4,6) 分 组 ,把 药 分 成 4)XR6)=40 组 ,能 鉴定 的 比例 是 49-4 _ > „5 
因此 ， 对 二 维 坐 标 而 言 ，(4.6) 分 组 优 于 (5.5) 分 组 ， 故 3.2.1 节 中 通过 平均 分 组 来 最 优化 的 想法 
不 再 成 立 。 

进一步 尝试 可 知 ，(3.7)、(2,8) 分 组 也 都 优 于 (5.5) 分 组 ， 并 且 未 呈现 什么 好 的 数据 模式 。 
因此 ， 似 乎 很 难 判断 对 特定 的 n， 什 么 样 的 分 组 更 合适 。 另 外 ， 对 三 维 及 更 高 维 进行 尝试 得 
到 最 优 比例 仍 仅 是 0.9。 所 以 ， 对 n=10 的 特定 情况 ， 高 于 一 维 的 坐标 -分 组 方法 仅 限于 给 出 确 
E 90% 的 药物 无 毒 。 可 是 ， 对 于 一 维 的 纯粹 分 组 方案 ， 由 3.5.2 节 的 数据 ， 有 К10)2221, Н 

1-2 19 9 


2 
得 到 010)2 a? ту! 因此 ， 华 标 方案 是 否 有 意义 也 成 了 未 知 数 。 


当 n 充 分 大 时 ， 千 仅 用 指数 级 别 的 连续 函数 近似 处 理 ftn)， 比 如 设 Дп)=аЬ”, РФА 


H 


су 


А р А У" £ 
27 R Am, m,...,Mp» AP ут =n, 则 把 药物 分 成 KmDfm2)…fmp)=a?b =a?b" 份 ， 只 与 维 


数 有 关 ! 因此 ， 确 保 无 毒 的 比例 为 上 一 一 =1-5*(2)r? 。 如 果 a>2， 则 维 数 越 多 越 好 ，a<2 时 ， 


b'a? 


TER A E 


经 典 趣 题 " 老 鼠 与 毒药 问题 "推广 研究 
一 维 最 好 ; a=2 时 ， 多 少 维 无 所 谓 。 那 么 ， 如 果 fm) 真 是 指数 级 的 ， 至 少 维 数 固 定时 分 组 的 方 
式 就 不 重要 了 ， 本 节 m=10 时 的 讨论 也 只 是 一 个 平凡 的 特殊 数值 问题 了 。 不 过 ， 如 果 fn) 是 下 
界 估计 中 的 亚 指数 级 别 ， 类 似 的 计算 将 变 得 非常 复杂 ， 整 个 坐标 -分 组 方案 的 效果 也 将 很 难 预 
测 。 


3.9 c(m) 上 界 估计 与 信息 论 方法 


在 问题 3 中 ， 我 们 采用 “充分 多 瓶 ” 药 ， 和 避免 了 整除 性 带 来 的 繁琐 讨论 。 不 过 ， 这 也 使 
得 c(m) 的 上 界 估计 成 了 一 个 困难 的 问题 。 为 此 ， 我 们 必须 找到 应 对 “充分 多 ”的 统计 方法 来 
研究 c(n)。 信 息 论 中 信息 信 的 概念 恰好 提供 了 这 种 方法 。 

对 于 未 知 的 不 确定 事物 ， 我 们 用 概率 来 进行 描述 。 例 如 ,x 瓶 看 似 相同 的 药物 中 有 两 甚 毒 


药 ， 我 们 就 视 作 药物 毒 的 概率 为 一， 故 根据 信息 论 的 观点 ， 假 设 药物 可 以 看 做 独立 的 二 值 


у у. кё у 2 4 DE = А 
ЇЙ, ЈАС ОВЕ АЛИМ Е, =-plog, р (1 р)108,(1- р) Ш, ЖФ р= 2 IZE 
X 


ZAR. ШЕ, MERDANE ERA E = xE, =2log, — + (x-2) log, —— И. 


经 过 某 些 服药 方案 的 判断 后 ， 有 xen) MAWR Е Сн. BERR 290) ТАИ, 
则 和 镜 下 的 药物 中 毒药 分 布 可 视 为 随机 。 用 上 上段 的 方法 ， 可 得 检验 后 的 信息 烂 为 


а 1 с(п)]х Е ` [1—с(п)]х ч. 
Е = 21ов, = с +{[1—c(n)]x—2}log, i) 比特 。 
因为 x 充分 大 ， 可 以 把 -和 -09 近似 地 当 作 1。 


х-2 [П-—-с(л)]х—-2 


两 个 信息 炳 的 差 值 - 包 约 为 210g, > 210g, 一 全 =21ogsl1 -с(л] 比特 。 这 个 产值 


就 是 我 们 获取 的 信息 的 度量 。 

另 一 方面 ， 我 们 获取 的 信息 来 自 只 老鼠 。 由 于 方案 的 任意 性 和 毒药 的 随机 性 ， 这 里 视 
它们 生死 概率 相同 〈 类 似 1.3 节 )。 因 此 每 只 老鼠 恰好 是 理想 的 二 值 信 源 , 各 提供 1 比特 信息 。 
所 以 ， 老 女 提 供 的 信息 总 量 为 n 比特 。 


因此 ， 有 21log,[1-c(n)]<n， 解 得 c(n) <1-2?。 


考虑 纯粹 的 分 组 方法 ， 假 设 它 能 达到 这 个 上 界 ， 即 1-2 = 二 和 ， 解 得 7 
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它 很 接近 3.4.3 节 中 的 ftn) 上 界 。 

由 于 上 面 的 论证 中 有 大 量 独立 化 、 理 想 化 的 假设 ， 并 名 略 了 信息 箭 的 一 部 分 差 值 ， 所 以 ， 
这 个 c(n) 上 界 并 不 是 准确 的 。 同时 , 我们 对 坐标 -分 组 方案 的 鉴定 能 力也 缺乏 精确 描述 。 因 此 ， 
坐标 -分 组 法 究竟 是 不 是 这 个 问题 的 最 优 解 还 有 待 于 进一步 研究 。 


sI 


经 典 趣 题 "老鼠 与 毒药 问题 "推广 研究 


总 结 与 展望 


通过 以 上 三 章 的 研究 ， 我 们 得 到 了 对 经 典 老鼠 与 毒药 问题 的 三 个 推广 ， 其 核心 内 容 分 别 
由 三 个 定理 体现 : 

首先 ， 把 原始 问题 对 时 间 进 行 推广 后 ， 在 利用 进位 制 解法 的 探索 中 ， 隐 伟 的 离散 化 条 件 
和 时 间 与 实验 轮 数 的 本 质 关联 就 显现 了 出 来 。 定理 1 及 其 证 明 则 标志 着 这 个 问题 的 完美 解决 ， 
也 使 我 们 对 整个 问题 有 了 更 深入 、 更 彻底 的 认识 。 

其 次 ， 在 原始 问题 中 加 入 一 个 限定 条 件 后 ， 我 们 得 到 了 一 个 新 的 推广 并 设计 出 了 数 表 - 填 
充 方法 予以 解决 。 看 似 明显 实则 困难 的 定理 2 既是 上 述 问 题 的 结果 ， 也 是 新 猜想 的 开始 。 在 
这 个 问题 中 加 入 实验 轮 数 后 ， 我 们 得 到 了 三 维 数 表 的 两 个 版 本 ， 从 而 开局 了 一 个 更 高 维 问题 
的 新 领域 。 

最 后 ,我们 研究 了 最 为 困难 的 两 瓶 药物 问题 。 从 坐标 方案 到 分 组 方案 再 到 坐标 -分 组 方案 ， 
我 们 提出 并 研究 了 fn)。 对 这 个 函数 的 定性 、 定 量 分 析 充 满 了 困难 和 不 确定 ， 这 极 大 的 妨碍 
了 完整 彻底 掌握 它 的 企图 。 不 过 ， 通 过 估计 和 计算 机 编程 ， 我 们 最 终 得 到 了 定理 3 和 一 定 规 
模 下 的 具体 数值 。 这 些 工作 开拓 了 该 问题 的 主要 思路 与 方法 ， 并 在 给 出 深刻 结果 的 同时 提出 
了 一 系列 新 的 思考 。 


虽然 这 三 个 推广 都 是 以 组 合 趣 题 的 形式 出 现 ， 但 是 在 其 他 领域 也 有 其 现实 意义 。 前 两 个 
推广 可 以 用 来 优化 特殊 类 别 的 生物 实验 〈 一 般 的 生物 实验 为 了 避免 测试 “药物 ”的 互相 干扰 ， 
采用 严格 的 控制 变量 法 ， 而 在 太空 等 极端 环境 中 ， 效 率 则 相对 更 为 关键 ) 或 用 于 检验 商品 、 
货物 质量 等 。 最 后 一 个 推广 则 更 倾向 于 纠 错 码 的 研究 ， 将 问题 中 的 “规则 ”or 改 成 хог, 14 
问题 就 变 成 了 一 个 一 般 性 编码 问题 《检验 两 瓶 药 ” 也 就 相当 于 “能 纠 两 位 错误 六 ， 从 而 类 似 
的 思考 不 难 推广 到 编码 理论 中 。 


回顾 整 篇 论文 ， 如 此 简单 的 一 个 组 合 趣 题 竞 能 激发 这 么 多 的 思考 ， 也 着实 让 我 们 吃惊 。 
事实 上 ， 还 有 千 千 万 万 这 样 的 简单 问题 背后 隐藏 着 巨大 的 发 展 空间 ， 等 竺 着 我 们 去 发 现 、 去 
研究 。 通 过 这 次 美妙 的 数学 旅程 ， 我 们 收获 了 知识 与 经 验 ， 也 体会 了 数学 的 魅力 和 研究 的 乐 
趣 。 


致谢 


首先 ， 感 谢 东 北 育才 学 校 的 张 雷 老 师 和 彭 玲 老 师 ， 他 们 对 课题 研究 予以 指导 和 文 持 。 其 
次 ， 感 谢 郑 连 伟 老师 ， 帮 助 我 们 按照 本 科 生 学 位 论文 的 格式 进行 规范 书写 和 排版 ， 使 得 我 们 
的 论文 更 加 清晰 明了 。 最 后 感谢 家 长 ， 他 们 的 鼓励 与 文 持 给 予 了 我 们 极 大 的 勇气 和 力量 。 


由 于 知识 有 限 ， 底 缠 不 足 ， 论 述 中 一 定 有 许多 不 恰当 之 处 。 我 们 本 着 锻炼 、 学 习 的 目的 ， 
认真 完成 了 论文 ， 和 希望 老师 和 同学 们 不 音 赐教 ， 谢 谢 ! 
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经 典 趣 题 "老鼠 与 毒药 
+: [=] 
附录 A ”3. 5. 1 市 源 程 序 
var 
Ё:аггау[0..1048575]оЁ boolean; {£: 记 录 哪 些 “ 并 ”已 经 存在 } 
d,d2:array[1..10000]of longint; {记录 01 PES, а 为 过 程 中 使 用 的 变量 ，dq2 为 最 终 解 } 
n,ans,i,j:longint; 
procedure gen (k,lim:longint); 
var {k: 当 前 搜索 集合 中 的 第 k 个 串 1im: 从 哪个 01 串 开 始 } 
1,39,ї:1опдіпі; 
Ғ1, Ғ2:роо1еап; 
редіп 
if К-1>апѕ then begin {找到 更 优 解 ， 记 录 } 
ans:=k-1; 
writeln (ans); 
d2:=d; 
end; 
for i:=lim to (1 shl n)-1 do begin { 枚 举 第 串 } 
f1:=true; 
for ј:=1 to k-1 do {判断 是 否 冲突 } 
if f[i or d[j]] then begin 
f1:=false; 
break; 
епа; 
if f1 then begin 
f2:=true; 
for j:=1 to k-1 do begin 
if f[i or d[j]] then begin 
f2:=false; 
t:=j; 
break; 
end; 
f[i or d[j]]:=true; 
end; 
if f2 then begin { 无 冲突 ， 将 当前 串 添 加 至 集合 并 尝试 添加 下 一 个 串 } 
а[к]:=1; 
gen (к+1,1+1); {递归 调用 } 
for j:=1 to К-1 do 
f[i or d[j]]:=false; 
end 
else for j:=1 to t-1 ао 
f[i or d[j]]:=false; 
end; 
end; 
end; 
begin { 主 程序 } 
аз5190п(1при©,'1п.©х©'); 
reset (input); 
readin (п); 
close (input); 
ans:=0; 
fillchar (а, sizeof (а), 0); 
fillchar (42, sizeof (42), 0); 
fillchar (Ё, ѕілеоЁ (#), 0); 
деп (1,0); 
assign (output, 'out.txt!'); 
rewrite (output); 
writeln (ans); 
for i:=1 to ans do begin {输出 } 


for ј:=п-1 downto 0 do 
if odd(d2[i] shr j) 
else write (0); 


writeln; 
end; 
close (output); 
end. 
注 : 在 文件 in .txt 内 输入 竺 求 的 n， 最 终 答 


then write(1) 


案 在 out .txt， 计 算 过 程 中 显示 当前 得 到 的 最 好 数值 。 


ЕУ 
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经 典 趣 题 " 老 鼠 与 毒药 问题 


附录 B 3.5.2 WREN 


var 
f,f2:array[0..20000000]of boolean; 
d:array[1..10000]of longint; 
п,і,ј,, 2, Һ, апз, mt; otyforlongints 
fo:text; 
function check (m:longint) :boolean; {判断 新 加 01 串 是 否 冲突 } 
var 
i;j:longint; 
begin 
for 1:=1 to 2 do begin 
if f[m or d[i]] then begin 
for ј:=1 to 1-1 ао 
Е [м ог d[j]]:=false; 
exit (false); 
end 
else f[m or d[i]]:=true; 
end; 
Ғог і:=1 to 2 do 
f[m ог 4[1і]]:=Ға1ѕе; 
exit (true); 
епа; 


procedure ааа (м:1опдіпі); {ЙОЛ} 
уаг 
i:longint; 
begin 
for i:=1 to z do 
f[m or d[i]]:=true; 


іпс (2); 
d[z] :=m; 
епа; 
procedure delete (p:longint); {删除 串 } 
var 
i:longint; 
begin 
+:=а[р]; 


Ғ[4[2] ог 4[1]]:=Ға1ѕе; 
аес (2); 
епа; 


begin 
randomize; 
readln (n); 
ans:=0; 
while true do begin 
Ғі11сһаг (f; 1 ѕһҺ1 п,0); 
Ғі11сҺаг (#2,1 эт п,0); 


2:=0; 
mt :=0; 
Ёс:=0; 
while true ао begin 
ct:=0; 
for i:=0 to (1 shl n)-1 do {随机 选取 可 添加 的 串 } 
if not #2[1] then if check(i) then begin 
іпс (сі); 
if гапаот (сё) =0 then h:=i; 
епа 
else f2[i]:=true; 
if ct=0 then begin { 无 法 添加 ， 删 除 串 } 
for j:=1 to 5 do 
if 2<>0 then delete(l+random(z)); 
Ғі11сҺаг (#2,1 qh п,0); 
епа 
else ааа (һ); 
if z>mt then begin {更 新 本 次 最 优 解 } 
mt :=2z; 
fc:=07 
епа 
else begin 
іпс (Ёс); 
if fc=mt*10 then break; {超时 ， 放 弃 } 
епа; 
епа; 
if z>ans then begin { 更 新 全 局 最 优 解 并 输出 } 
writeln('# ',2); 
апѕ:=2; 


assign (Ёо, "result .txt') 7 
rewrite (fo); 
мгібе1п (Ёо, nst ',2); 
for 1:=1 to z do begin 
for j:=0 to n-1 ао 
if odd(d[i] shr j) then write (fo,1) 
else write (Ғо, 0); 
writeln (fo); 
end; 
close (fo); 
end; 
end; 
end. 


ПЕ: 这 个 程序 不 能 自动 结束 ， 需 要 手动 终止 。 打 开 程序 后 直接 输入 待 求 的 n， 结 果 在 result.txt 中 。 


= 
У 
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附录 C 


n<20 时 的 f (n) 对 应 方案 


п<5 时 ，f (n)=n+1， 是 平凡 的 。 


п<8 了 时， 方案 由 3. 5. 1 节 程 序 给 出 : 


经 典 趣 题 "老鼠 与 毒药 问题 "推广 本 


N, 


4 


п =6 000000 001100 011010 101001 110000 
8 000011 010101 100110 
п = 0000000 0000101 0010010 0111000 1010100 
10 0000011 0001001 0100100 1001000 1100010 
00000000 00010101 01001001 10001010 11000100 
n= 00000011 00100110 01010010 10010000 10100001 
13 00001100 00111000 01100000 
9<п<20 时 ， 方 案由 3. 5. 2 节 程 序 〈 不 一 定 是 最 优 解 ) 给 出 : 
100000011 101010010 100011000 010110100 110100000 
п= 011000110 000010101 001100000 101000100 000000010 
17 000110011 010010000 011011000 011000001 010101010 
000101001 000001100 
0101001001 0000000000 0010011010 0001001100 0010101100 
n =10 1010100001 1100000100 0100000011 0000010100 1011000000 
0001010010 1000110000 0000100010 1001010001 0110001000 
21 0101100000 0000011001 0110000110 0000100101 1100001010 
0110110000 
01000000000 00000001111 10110000010 01010001010 10000101001 
п=11 11000010010 00000110011 00110110000 00010011100 00011100001 
01000010101 01001100010 10010000101 00101000101 10001010001 
30 00010100110 00110001001 10000110100 00001010110 10001001010 
01110000100 00001101100 11010100000 00100101010 01001001001 
01011010000 11101000000 00101011000 01000111000 01100100001 
001000101001 110001000100 000100010011 010000000111 010000101100 
100010000110 001101000100 011100010000 001110000001 011010001000 
п =12 101001001000 010101001000 001000011010 101010010000 010001100010 
101000000011 000011100100 100000011100 100001010001 011001000001 
37 001011000010 010000011001 100000110010 000100001110 100000000000 
000110010100 010011010000 100111000000 000010001101 000010110001 
100100000101 001001110000 000101100001 101100100000 010110100000 
100010101000 110000100001 
0000001000010 0000010111000 0011011000001 0000101011010 0100011100010 
0110011010000 0001000100010 1110000000010 0000011001101 0000101110000 
п =13 0010110001000 0000000011100 1000110000100 0001000001011 0000000000101 
0000010010011 0010110100001 0110101000000 0100100100101 1100000010101 
42 1010001000100 0101000110000 0100010000001 0011100010010 0010010000110 
0001101001100 1000001101000 0100000001110 0101001000011 1001000000000 
1100100001000 0000110000010 0001011010100 1101110000000 1010000110001 
1000010011010 0000000110111 0011000110100 0111000011000 0010000000000 
1000100000011 1001001010001 
01000010000011 00010010011001 00011000001010 01110001000010 00010010101010 
00100000000001 10110001010000 10010001100100 00000110110000 00001110000111 
n =14 01111000000001 00000100011101 00000001011011 00110100100100 01010000111000 
10110000001100 00100001100011 00100101001100 00011000010100 10001001101000 
52 00010101001001 10000000110001 00001101010010 00100100001010 01101001010000 
00010000000111 00000000101100 10101001000010 00011011000001 00100010010010 
10001100011000 01100100101001 10000110000110 00100010100100 00000000010000 
11010100100010 00101000110010 10010010000000 11000000001011 11100000100000 
01001000110101 01010101010000 01001010011100 10101110000000 00001100100110 
00001001000101 01000000010110 11001010000010 01000111000100 01001101100000 
11000101000001 01001011001000 
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经 典 趣 题 "老鼠 与 毒药 问题 "推广 有 
110101000010001 011011000010001 010000000110100 011100000010110 010011110000010 
100110010010010 110010001000001 001010000000010 001000100001001 001010111000000 
п= 15 100010100011000 000001110001000 001100001100001 001000100110011 100000000001111 
011001100010010 000010000001100 100010011000100 000100001010101 000101001000110 
64 110001000001011 011100000001100 001111100100000 101001000000000 110101001100000 
000100110110000 010010110010100 001101010000100 001001000101010 100101100000010 
000100000000011 000010101100010 000110100000101 010000011000110 110000100100000 
100111000000100 100001000011100 000111001001001 000000111001101 101000101010001 
101100110000001 010000010100011 000011011000001 100010000110110 000100000101000 
010100001001010 001010010100101 111100010000000 010010010101000 000010001111000 
111000001010010 000001100010101 000000110000110 010110100000000 001000011101000 
000001111100100 001101000011000 110000010011001 100001011110000 001011001010100 
100100101001000 010001001011000 000000000010000 100000100100111 
1001010101000000 1000010011001000 0010100010010101 1000100011000100 0000000101100011 
0000001001001001 0010100100100000 0100111000000010 0001110001000110 0110010100001100 
0100101010010000 1000010000001011 0000001001111100 0000110111000001 1100001000000011 
п =16 1100000010101010 0100010001100100 0011001001000100 0010010010100011 0001000100011001 
0000101010100100 1101110000001000 1000001110000010 0101101000001100 0100110000010100 
81 0010000011011100 0001000000110100 0000010100000010 0010001000011010 0000000000001000 
0011101110000000 0100001000100110 0100000110000110 0010110001001000 0010100101010010 
1010000110000001 0000101100010011 1100100001101000 0010001100010100 0000010001111000 
0000010000010111 0011011000100010 0011000000000011 0010011010000000 0101000011000010 
0001011011010000 1100000111100000 0011110000010001 0110001100001010 0101010100000100 
0001100100101100 1111000000010000 1000000000010010 1000101000000101 0001011100000001 
0111000010100000 0110001000100001 0001100011100001 0000010010001101 1001001010010100 
0010000000111001 1110101000000000 0000010110110000 1001000100000111 1010000001110000 
0000000111100100 1000001000101000 0000000010010001 0100100000110001 0000110010001010 
1010000000001101 1000001101011000 1010010000100100 0111000101000001 0101010000110010 
1001100000011001 0101001000101001 1001100000100010 0100010001000001 0001001010001010 
0000100101010100 
10011010000101010 00001000101110101 10011000011000100 01011100100000101 01011010000110000 
10000011101000100 01001010011000110 11010100000100001 10110010010100010 01010100110000000 
10000010000100101 10110010000011000 01001100000011100 00001010100010001 01010000000000111 
00010001100010000 00011100010001011 00010001001011101 00100010100010110 01110001101001000 
п =17 11100000001000110 00011010110001000 10001001001011000 01100000110001001 0000001010110001 
01001111000010001 00000100000000100 00100110110100001 10000100100001000 00101000101000000 
102 00100100100001111 00010010101101000 01100101000011010 10101001000000010 00010001000101110 
11001100010000010 00010111100000110 01010101011100000 01101000000101001 0011110101000000 
11000011110001000 10000000110011011 00000100111101100 00000000101011110 10100100101000001 
01110000000111000 00000000010000010 01000110100100100 11000010000001110 01000000100100011 
01000010001010010 00001011010101100 00100001010101000 10001001000010011 0101110001100000 
00001000010111000 00100000001110010 00010010000110011 01000001010010110 11111000000000000 
01000000011000101 01010011000001000 00000010111010000 00111000000010100 00010100010011100 
11100110010000000 10010000101000111 10010110010010001 11000000000011001 10101000110000110 
00011001011010000 00100010010001011 00011100001000001 10000101000001101 1100001011001000 
00101001001100100 00110100010000101 10101000001001100 11010101000000100 00001011101001010 
01010000111010001 01001001100000010 00111000000100011 10000100001100010 00101100011010010 
01100000110110100 10000010100111000 00010001110101001 00011110000010010 1000111001010000 
00100111000001100 00000000001101001 01100101000100000 01100010001000001 0001001100100000 
00001110001001101 00001100000110110 01000100001001010 00110100001100100 00001101110000001 
01100011000000111 11001000110010000 
000101010001110101 000000110100111100 000000101011101000 111010000101001001 
010000101100100110 000101110001011000 001001000100100110 100010111000100000 101010001000101100 
100001101100000101 011001001000111000 101000001011010100 010000010111001001 100000011110110000 
000100011000010010 110001100001000000 000110011100000001 000111000110100010 000000000100011011 
000110000001101110 100001010001101100 011111010000000100 111100010000100010 011010100001000000 
п =18 101110100011100000 010011001001001001 000001110010001001 100111000100000100 001010100100010101 
101000110001101000 100000110100010001 011010010000001110 100010110001000011 110000000001010101 
126 000011100000100101 101100001100110001 100110010001100001 011001011010010000 010010010011110000 
010101000101000110 100001100010100100 001001011100001100 000001101000101110 011110000000101001 
000100110011000010 000011000101110000 011101000001001000 011100101010110000 001000001001110101 
000001000001000111 011001000011100001 010010011001010100 000110000000110111 100010001111000010 
100111000000100011 100000000111001100 000101000110001101 000100001100101000 001000000110110010 
000000101010000011 000001011101010001 001100001101000001 000001111111000000 101100010100010100 
010010100100011000 001101100010100001 001000010010100100 001111110110000000 010110100000001010 
100110010000011000 010000010001111010 011000100011011010 010000011110000100 100000001010001001 
000001101000010000 101001010000000101 110001010100110001 110101000000101100 010000010010000011 
111001001000000011 000100001011001110 001111001000000110 100010111101001000 001100110100000011 
010110000110000000 100001010100000010 001011111000000000 110100001010001100 000010100101000110 
100010010010000110 000010000010011100 000010010000000101 010000010100101101 011010010100100000 
000000000100000000 110001010010001000 001100101000001010 001000010001010000 000011001001100010 
100010101010010010 010000001000001000 111100001011000000 000000100111100011 000100100110010100 
001100000000011101 101010100110001000 010010001100010001 000011010010010010 100100100000110001 
011000100010000111 010001110000000110 001010001010010001 000100010101001100 010100000000110000 
101001000110001010 100001001001011010 101000100000110110 010100101000000001 100000001000110111 
010000001010011110 001011000000011010 001000000011001011 000010100100101011 110000100100101000 
100101000010000000 000011010000101000 


АЧ ж 


经 典 趣 题 " 老 鼠 与 毒药 问题 "推广 有 


У 


0100000101100001100 0010000000001100111 0001111001001010000 1001010001000100101 1001101000000010010 
0000110000000110111 1000010000010001101 1101000010101100000 0101000110100000011 1000001011001100000 
0001001101000110110 0100010010000010111 0100010101000000011 1111001001010000000 0110000100001010011 
п =19 1010000001101000010 1011010000100100010 0000001010101001011 1001000100110000010 0101010000001000100 
0001010000011110010 0100101000000000000 0101101000001110001 1001100001010110000 0100101000100000111 
159 0001001001111000101 0010100010011000010 0000100101011100100 0000100010100110100 0101000010010011010 
0010001001011100001 0000001100010100010 1110010110000000000 1100001000010000001 0001001110010001000 
0010100100010001101 0000101001000101100 0011100000001001101 0000010100011101010 1011100100101010000 
0100101111000000010 0001010011010000100 0110010001001100010 0000010011011010001 0010010000110110100 
0000000101110101010 1001001101000001100 0100000111001111000 0110001001000000110 1001010001000011001 
0100010100010100101 1100100100110001000 0010010001011001100 0100011000100101001 0100001011000010001 
1010010101100000001 0111000000100001001 0010100011110100010 1010110000001000110 0100001110111100100 
0001010000111001001 0110100001111000000 1001100110010000100 1110100101000000000 1001011010000010011 
0011101100100000011 1010110001000001100 1010001100001000000 0001000110000101101 0110100110001000001 
0001000000000010110 0001110010101000000 1000110100000010010 0100100001000001011 1000111010010000000 
1011100011001010000 0110100101000010101 1000000001101011100 1010010000010110001 0010010100111000010 
0010110000100100001 0011000100000101110 0010001000110000100 0000001001100110000 0001111010000010100 
0010111000000011001 0001010110010000011 1100011001100000010 0000011010000001100 1000100001100100011 
0000010101001010100 1110000000100010100 0010101010101001100 0000110000100001010 0111100100100100000 
1010000011000000101 0100000100101011110 0010011011100100101 1000000000000011011 1100100000100100100 
0010101100010010000 0001100001110001000 0100010100100111000 0100011110010010000 1100001100001001100 
1100000101010010100 1000000010110010011 0000010110100011010 0000011010100100010 0101100010010000001 
1001000011100001110 0010001010001010101 0100100000101101011 0100000000011011101 0000100000001011000 
1010000110010100010 1000010000101010001 0011010100000010000 0100000011110100100 1101000000011101000 
0000111100001000101 1000011001010011010 1001100100000001001 1101010000000001110 1011101000000100001 
0110010010010101001 0110001010000111000 1000000011000110010 0110111100000100100 0000000100101100000 
0100110010010000110 0100111100101010000 0001100001010000111 0001101110001100000 0000001101010001101 
0001010000000101000 1000010101000101110 0001000100110010101 1101001100001000011 1000000010100101001 
1000001010010101110 1101000100000110001 0011000001001111000 0100100000110010010 0010000110010010110 
1000001000111110000 0100000010111000011 1111100010000000100 0100110001001001000 0010001000010001011 
0001110101000100000 1001000001001100110 1110010000001001001 1000100110101000010 0011001011000000000 
0000011101110000000 0111000000010100100 0010010011000011000 0011000000110011010 
00100010000111010110 01110000110000110000 00110010001000100000 10000000001011010011 00001011000110110010 
10000011001100100101 00000110000100100110 00100000101100100011 11100110000100001010 00010111001010010001 
00000101101000101101 00000000100101110001 00100010100010001000 00010001010101001101 00101101000100010110 
п =20 | 00100110010010001101 01000101100000001010 11000000100110100010 10001110011001000001 00000110100001110000 
10000010010001010110 00000010110000111100 01010001100001000100 11100100000000101001 01010000110100011100 
10110100101000010100 11001000110001010000 01110011010000001001 00000100000010100001 00110000011101000010 
01010000011010101100 00100100101011101000 01000100000100111010 01010100000010110100 01000010011101010100 
195 01010011101010000000 00000101001010111110 00010100001101110000 01000011000000111011 11000110100100010000 
00000111010101001010 00010010100000010110 11000011001010011000 01101000010001000010 10010000001100000110 
00001010010010010001 00010100000000001100 10100100010001110001 10010010100010010001 00110001010000000111 
00000001110010101000 01100000011000000101 10000010101011000000 10001001000100110000 00000001001101101010 
10101000100000000111 01010010000110001010 01000111010000100100 00000001111110010101 00100110001110110000 
00101100010101000101 10010110000001100011 01100000001111001000 00111001001100001100 01011101010100000001 
00101011010100000000 00111101000011000010 10000100011100001001 00011010011011000000 01011100001001001000 
10001000000111100101 10100001000000011001 00010010100110101001 00001000011000001100 00000000000000000010 
00000101010000110011 00011010000010100100 11010110110000000001 10100011000110100001 01000001001010000111 
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